Akademia Ekonomiczna
im. Oskara Langego we Wroctawiu
Wydzial Zarzadzania i Informatyki

Krzysztof Piontek

MODELOWANIE I PROGNOZOWANIE
ZMIENNOSCI INSTRUMENTOW
FINANSOWYCH

rozprawa doktorska,

Promotor: prof. dr hab.Krzysztof Jajuga

Wroctaw, 2002



Spis tresci

Wstep 4
1. Ryzyko na rynkach finansowych

1.1. Definicje i podziat ryzyka . . . . . . . .. ..o 9

1.2. Ryzyko finansowe . . . . . . . ..o 14

1.3. Podstawowe elementy procesu zarzadzania ryzykiem . . . . . . . . .. 19

1.4. Miary ryzyka rynkowego . . . . . .. .. oo oL 25

1.4.1. Miary zmiennosci . . . . . . . ... Lo 26

1.4.2. Miary zagrozenia . . . . . . . . . . . ... 32

1.4.3. Miary wrazliwosci . . . . . . . . ... ... 36

1.5. Znaczenie zmienno$ci w nowoczesnej teorii finanséw . . . . . . .. .. 36

1.5.1. Zmiennos$¢ a klasyczna teoria portfela . . . . . . . .. . .. .. 37

1.5.2. Zmiennos¢ a pomiar ryzyka metodg VaR . . . . . . .. .. .. 39

1.5.3. Zmienno$¢ a modele wyceny opcji . . . . . ... 42

2. Modelowanie cen i zmiennoS$ci 45

2.1. Modelowanie - podstawowe koncepcje . . . . . . .. .. ... 45

2.2. Procesy stochastyczne . . . . . .. ... L oo 51

2.3. Modele czasu ciaglego - procesy Ito . . . . . ... ... ... ... .. 53

2.4. Modele z czasem dyskretnym . . . . . ... ... 66

2.5. Modelowanie stop zwrotu akcji, towarow i walut . . . . . . . ... .. 72

2.6. Empiryczne wlasnosci szeregéw stop zwrotu . . . . . ... L. 74

2.7. Uogblnienia w zakresie z; . . . . . . .. ... o 7

2.7.1. Rozktady o jednostkowej wariancji . . . . . .. .. ... ... 80

2.7.2. Rozktady skosne . . . . .. ... oo 87

2.7.3. Inne propozycje w zakresie rozktadéw stop zwrotu . . . . . . . 91

2.7.4. NiezaleznosS¢ z; . . . . . . . . . . ... 109



SPIS TRESCI

2.8. Uogodlnienia w zakresie v . . . . . . . ..o Lo 111
2.8.1. Procesy ARMA . . . . . . . . . ... ... ... ... 115
2.8.2. Procesy zintegrowane ARIMA i ARFIMA . . ... ... ... 118

2.9. Uogblnienia w zakresie o . . . . . . .. ... oL 123
2.9.1. Modele z czasem ciagtym . . . . . .. .. ..o 125
2.9.2. Modele zmienno$ci deterministycznej . . . . . . .. ... ... 127
2.9.3. Modele zmienno$ci stochastycznej . . . . . . .. ... 152

2.10. Modelowanie szeregéw natychmiastowych stoép procentowych . . . . . 155

3. Prognozowanie zmiennosci 164

3.1. Podstawowe pojecia . . . . . . . ..o 165

3.2. Metody oparte na analizie szeregéw czasowych . . . . . . . . . . . .. 170
3.2.1. Modele ze stalym parametrem zmiennosci w okresie . . . . . . 171
3.2.2. Metody oparte na modelach GARCH . . . . . . .. ... ... 176

3.3. Metody oparte na oczekiwaniach rynku . . . . . . ... ... 184
3.3.1. Zmienno$¢ implikowana dla pojedynczej opcji . . . . . . . .. 185
3.3.2. Laczna zmienno$¢ implikowana dla klasy opcji . . . . . . . .. 189

3.4. Oceny prognoz zmienno$ci . . . . . . . . . .. ... 198

4. Modele zmiennosci w wybranych zagadnieniach finansowych -

badania empiryczne 202
4.1. Modelowanie zmiennosci . . . . . .. ..o 204
4.2. Prognozy zmiennosci - modele szeregdw czasowych . . . . . . .. ... 219
4.3. Prognozy zmiennosci - zmiennos¢ implikowana . . . . . . ... ... 227
4.4. Szacowanie miary VaR . . . . . . ... o000 231
4.5. Wycena opcji w modelu uwzgledniajacym efekt AR-GARCH . . . . . 237
Zakonczenie 246
Literatura 269



Wstep

W ciggu ostatnich kilkudziesigciu lat doszto na rynkach finansowych do szeregu
zmian. Znaczny wzrost ryzyka spowodowatl, iz stato sie ono jednym z najwazniej-
szych poje¢ wspotczesnych finanséw. Zaowocowato to dynamicznym rozwojem teorii
rynkow finansowych. Rozwineta sie nowa dziedzina wiedzy, a mianowicie zarzadzanie
ryzykiem.

Spoérdd réznych rodzajow ryzyka wystepujacego na rynkach finansowych, najwie-
cej uwagi poswiecono, jak do tej pory, ryzyku rynkowemu, zwiagzanemu ze zmianami
cen instrumentéw finansowych oraz ryzyku kredytowemu, zwigzanemu z mozliwoscia
niedotrzymania warunkow kontaktu przez druga strone transakcji. Zarzadzanie tymi
dwoma rodzajami ryzyka stalo si¢ nie tylko elementem podniesienia ekonomicznej
efektywnosci, ale takze coraz czesciej elementem decydujacym w ogodle o egzystencji
podmiotu.

Cecha charakterystyczna nowoczesnego zarzadzania tymi rodzajami ryzyka jest
wykorzystywanie coraz bardziej wyrafinowanych instrumentéw pochodnych oraz me-
tod matematycznych, w tym przede wszystkim teorii proceséw stochastycznych. Tech-
niki wykorzystywane w takim zarzadzaniu ryzykiem nalezg do bardziej ogdlnego po-
jecia - inzynierii finansowe;j.

W niniejszej pracy rozpatrywane beda wyltacznie elementy zwiazane z zarzadza-
niem ryzykiem rynkowym. Zgodnie z przyjetymi ogoélnie koncepcjami, w ramach pro-
cesu zarzadzania ryzykiem wymienia sie cztery etapy: identyfikacje ryzyka, pomiar
ryzyka, sterowanie poziomem ryzyka oraz kontrole. Sygnalizowane metody matema-
tyczne, bedace tematem niniejszej pracy, wykorzystywane beda podczas pomiaru ry-
zyka.

Naturalnym dazeniem kazdego decydenta, ktory poprzez swoje decyzje podejmuje
ryzyko, powinna by¢ cheé¢ zapewnienia sobie mozliwosci analizy konsekwencji podje-
tych dzialan poprzez wyznaczenia odpowiedniej miary ryzyka. Rozpatrujac cata game

dostepnych instrumentéw, trudno wskaza¢ jedna koncepcje pomiaru ryzyka. Dla po-
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szczegblnych grup instrumentéw finansowych istnieja odpowiednio zdefiniowane tra-
dycyjne miary ryzyka.

W odniesieniu do analizowanych w pracy instrumentéow (akcji, walut, towaréw),
najczesciej wykorzystuje sie miary zmiennosci.

Zmienno$¢ instrumentow finansowych stala sie jednym z wazniejszych poje¢ wspot-
czesnych finanséw. Ogdlnie mozna powiedzieé, ze zmiennos¢ jest miarg niepewnosci co
do przysztych zmian ceny instrumentu finansowego (co do stopy zwrotu z danego in-
strumentu). Jesli wzrasta zmiennos¢, roénie prawdopodobienstwo, ze dany instrument
finansowy znacznie zmieni swoja cene w przysztosci. Moze by¢ to zaréwno korzystna,
jak 1 niekorzystna zmiana z punktu widzenia posiadacza takiego instrumentu.

Najbardziej znang i preferowang miara zmiennosci pozostaje odchylenie standar-
dowe stop zwrotu.

Znaczenie zmienno$ci w teorii finanséw jest fundamentalne. Wystarczy wspomnie¢
o klasycznej teorii portfela zaproponowanej przez Markowitza, modelach wyceny
opcji, czy zalecanej ostatnio koncepcji pomiaru ryzyka metoda Value at Risk.

Zainteresowanie zmiennoscig obserwuje sie zarowno na ptaszczyznie teoretycznej,
jak i praktycznej, gdyz prawidlowe oszacowanie (przyszlego) parametru zmiennosci
umozliwia zmniejszenie ryzyka inwestycji lub osiagniecie wiekszych dochodéw.

U podstaw rozwazan o zmiennosci instrumentéw finansowych znajduje si¢ dysku-
sja o dynamicznych modelach opisujacych cene instrumentu finansowego. Ceny lub
stopy zwrotu opisuje sie za pomocg teorii proceséw stochastycznych z czasem ciggltym
lub dyskretnym. Badania empiryczne stop zwrotu, dla niektérych instrumentéw, wy-
kazaly wystepowanie w empirycznych szeregach stop zwrotu efektow: grubych ogo-
now oraz skosnosci rozkltadéw, skupiania zmiennosci (zmiennej w czasie wariancji),
autokorelacji stop zwrotu oraz tzw. ,efektu dzwigni”, czyli asymetrycznej reakcji na
naptywajace dobre i zte informacje. Do prawidtowego pomiaru ryzyka niezbedne staje
sie konstruowanie modeli, pozwalajacych uwzglednia¢ wymienione efekty. Uzyskuje
sie to poprzez uogoélnienie najprostszego modelu stép zwrotu, zaktadajacego, iz ko-
lejne obserwacje pochodzg z niezaleznych rozktadéw normalnych o statych w czasie
parametrach. Wprowadza si¢ wiec modele z warunkowa wartoscia oczekiwang oraz
z warunkowa wariancjg, w ktorych dopuszcza sie, iz reszty modelu moga posiadaé
rozktad o grubszych ogonach niz rozktad normalny.

Z punktu widzenia podejmowania decyzji inwestycyjnych najwazniejsza role od-
grywaja prognozy zmiennosci. Inwestor zainteresowany jest oszacowaniem przysztego

poziomu zmiennosci. Teoria i praktyka wypracowaly rézne metody prognozowania
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zmiennosci; od metod bardzo prostych wykorzystujacych koncepcje proceséw o sta-
tym parametrze zmiennosci, po modele stochastycznej zmiennosci oraz zmiennosci
implikowanej. Brak jest zgodnosci, ktora z wymienionych metod pozwala na najlep-
sze oszacowanie przysztego poziomu zmiennosci. Kazdego roku proponowane sg nowe
koncepcje prognozowania zmiennosci oraz prezentowane sg wyniki nowych badan em-

pirycznych.

Drugim etapem procesu zarzadzania ryzykiem, w ktorym wykorzystuje sie sil-
nie metody matematyczne, jest etap sterowania ryzykiem. Znajomos$¢ przysztego pa-
rametru zmiennosci niezbedna jest w procedurze dywersyfikacji ryzyka opartej na
metodach analizy portfelowej oraz we wszelkich metodach wykorzystujacych opcje

wystawione na poszczegdlne instrumenty bazowe.

Celem pracy jest przeglad nowoczesnych metod modelowania zmiennosci stop
zwrotu oraz prognozowania parametru zmiennosci instrumentéw finansowych, a takze
wykorzystania tych metod w pomiarze ryzyka rynkowego. Teoretyczne rozwazania
dotyczace modelowania i prognozowania zmiennosci uzupelnione zostang o wyniki
odpowiednich badan empirycznych. W ramach wymienionych zagadnien rozwazane

sg nastepujace cele czastkowe:

o przeglad wykorzystywanych postaci rozktadéw reszt modelu znajdujacych zasto-
sowanie w zagadnieniu modelowania zmiennosci instrumentéw finansowych,

e przeglad modeli warunkowej wartosci oczekiwanej znajdujacych zastosowanie w za-
gadnieniu modelowania zmiennosci,

e przeglad modeli warunkowej wariancji,

e przeglad technik prognozowania parametru zmiennosci na podstawie modeli sze-
regdw czasowych,

e przeglad technik prognozowania parametru zmiennosci na podstawie oczekiwan
rynku,

e przedstawienie wynikow badan empirycznych dotyczacych modelowania i progno-
zowania zmiennosci rzeczywistych szeregéow stop zwrotu z wybranych instrumen-

tow finansowych.

Wktadem wlasnym autora jest przeglad wiedzy z zakresu modelowania oraz pro-
gnozowania zmiennosci instrumentéw finansowych nie bedacych instrumentami opar-
tymi o stopy procentowe. Wktadem wlasnym jest rowniez weryfikacja niektérych za-

prezentowanych rozwigzan dla danych empirycznych pochodzacych przede wszystkim
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z rynku polskiego.

Praca podzielona zostata na cztery rozdziaty.

W rozdziale pierwszym przedstawiono podstawowe wiadomosci o ryzyku finanso-
wym, ze szczegolnym uwzglednieniem ryzyka rynkowego i elementow procesu zarza-
dzania ryzykiem. Zaprezentowano mozliwe miary ryzyka rynkowego. Glowny nacisk
potozony zostal na miary zmiennosci. Przedstawiono rézne koncepcje pomiaru zmien-
nosci. Rozdziat konczy prezentacja znaczenia zmiennosci instrumentow finansowych
w nowoczesnej teorii finanséw. Rozwazano zagadnienia zwigzane z analiza portfelowa,

pomiarem ryzyka metoda VaR oraz wycena opcji.

W rozdziale drugim przedstawiono niektore metody modelowania finansowych sze-
regow czasowych. Rozwazania rozpoczeto od analizy przypadku dla czasu ciagtego.
Przedstawiono podstawowe wiadomosci o procesach [t6. Gtéwny nacisk potozony zo-
stal jednak na modele z czasem dyskretnym. Prezentowane zagadnienia podzielono
na trzy czesci. Cze$¢ pierwsza obejmowata mozliwe do wykorzystania w procesie
modelowania rozktady gestosci prawdopodobienstwa reszt modeli. W czesci drugiej
przedstawiono techniki umozliwiajace modelowanie warunkowej wartosci oczekiwanej
procesow. Czesé ostatnia poswiecona zostata modelom wariancji stop zwrotu. Gtéwny
nacisk potozony zostatl na modelowanie zmiennosci za pomoca modeli klasy GARCH,
ktore od wprowadzenia ich w 1986 roku przez Bollersleva zdobyty znaczna popu-
larnos¢. Umozliwiaja one modelowanie, dostrzeganych w badaniach empirycznych,
charakterystycznych wtasciwosci szeregow i rozktadoéw stop zwrotu. Przedstawiono

rozne klasy modeli GARCH, a takze metoda estymacji ich parametrow.

Rozdziat trzeci pracy zawiera syntetyczne zestawienie najpopularniejszych metod
prognozowania zmiennosci. Zaprezentowane zostaly: prognozy oparte na szeregach
czasowych oraz prognozy oparte na oczekiwaniach rynku. W ramach technik progno-
zowania zmiennosci na podstawie szeregéw czasowych zaprezentowano metody zakta-
dajace stato$¢ zmiennosci, w okresie dla ktorego dokonywana jest prognoza oraz pro-
gnozy oparte na modelach klasy GARCH uwzgledniajacych efekt powrotu do $redniej.
Oprocz metod bazujacych na danych historycznych zaprezentowano metode progno-
zowania zmiennosci na podstawie zmiennosci implikowanej, czyli oczekiwan uczest-
nikéw rynku przy zatozeniu efektywnosci rynku i poprawnosci modelu wyceny opcji.
Rozwazania dotyczyty rowniez wyznaczania tacznego parametru zmiennosci impliko-

wanej wyznaczanej na podstawie zbioru opcji wystawionych na ten sam instrument
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bazowy. Przedstawiono réwniez techniki oceny prognoz zmiennosci.

Rozdzial czwarty poswiecony zostal praktyce rynkow kapitatowych. Przedsta-
wione zostaly empiryczne wyniki dopasowania réznych modeli stop zwrotu z wa-
runkows wartoscig oczekiwang oraz warunkowa wariancjg do szeregow stop zwrotu
z indeksu WIG, kursu dolara oraz ceny miedzi.

W dalszej czesci rozdziatu zaprezentowano techniki prognozowania zmiennosci
na podstawie zarowno technik opartych na analizie szeregéow czasowych, jak i na
oczekiwaniach rynku. Dla obu grup technik prognozowano zmiennos¢ stop zwrotu
w kolejnych miesiacach kalendarzowych. Celem badan nad mozliwoscia prognozo-
wania zmiennosci jest jest odpowiedz na pytanie, ktéra z prezentowanych technik,
sprawdzata sie najlepiej do tej pory i powinna byé¢ wykorzystywana w przysztosci.
Uzyskiwane na podstawie tej techniki prognozy moga nastepnie by¢ wykorzystane
w zagadnieniach zwigzanych z analiza portfelowa, wyceng opcji, szacowaniem miary
VaR.

Wykazana zostata réwniez przydatno$¢é modeli omawianych w rozdziale drugim
podczas pomiaru jednodniowej wartosci zagrozonej ( VaR) dla indeksu WIG.

W ostatniej czesci rozdziatu przedstawiono model wyceny europejskiej opcji kupna
na instrument bazowy, ktorego szereg stop zwrotu charakteryzuje sie autokorelacja,
efektem GARCH oraz ,efektem dzwigni”.



Rozdzial 1.

Ryzyko na rynkach finansowych

1.1. Definicje i podziat ryzyka

Dziatanie w warunkach ryzyka jest nieodtaczng cechg kazdej dziatalnosci inwesty-
cyjnej. Wynika ono z faktu podejmowania decyzji dotyczacych nieznanej przysztosci.
W zaleznosci od prowadzonej dziatalno$ci mozemy mie¢ do czynienia z réznymi ro-
dzajami ryzyka.

Pomimo, iz zagadnieniami zwigzanymi z ryzykiem ludzko$¢ interesowata sie juz
od kilku stuleci (por. Bernstein (1997)), badania ulegty sformalizowaniu praktycznie
dopiero w XX wieku. Pojecie ryzyka zrobilo w ciggu ostatnich kilkudziesieciu lat
kariere rowniez we wspotczesnej ekonomii, a przede wszystkim w ubezpieczeniach oraz
finansach, gdzie jak nigdzie indziej zaobserwowa¢ mozna rozkwit metod zwigzanych
z teoretycznymi i praktycznymi aspektami ryzyka.

Ryzyko jest pojeciem bardzo wieloznacznym i ztozonym. Powstato bardzo wiele,
czasami do$¢ rozbieznych, definicji pojecia ryzyka na ptaszczyznie wielu nauk. Wsrod
podstawowych nauk zajmujacych sie ryzykiem nalezy wymieni¢: rachunek prawdo-
podobienstwa, statystyke, teorie gier, ekonomie, psychologie oraz prawne. W zwiazku
z rozwojem metod matematycznych, coraz wigkszy wktad w teorie ryzyka wnosi
w ostatnich dekadach teoria proceséw stochastycznych.

Ponizej przedstawione zostang podstawowe definicje zwigzane z ryzykiem oraz za-
prezentowane zostana wybrane klasyfikacje. Celem rozwazan wstepnych bedzie wpro-
wadzenie podstawowych poje¢ umozliwiajacych zdefiniowanie pojecia ryzyka instru-

mentoéw finansowych oraz miar tego ryzyka.

W teorii ryzyka bardzo wazna role odgrywaja dwa pojecia ,niepewnosé¢” i ,ry-
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zyko”. Szeroki przeglad i podsumowanie zagadnien zwigzanych z definiowaniem nie-
pewnosci i ryzyka wraz z kontekstem historycznym znalez¢ mozna w pracach P. Bern-
steina (1997), W. Ronki-Chmielowiec (2000) oraz W. Tarczynskiego i M. Mojsiewicz
(2001). Ponizej przedstawione zostana jedynie przyktadowe, najczesciej rozpatrywane

podejscia.

Konieczno$é¢ rozrézniania poje¢ ryzyka i niepewnos$ci oraz pierwsze definicje
wprowadzil w 1901 roku A. Willett. Ryzyko wedtug Willetta ma charakter obiek-
tywny, od ktérego zalezy subiektywna niepewnosé (por Willett (1995)). Do definicji
tej nawigzal 1. Pfeffer twierdzac, ze ryzyko jest stanem swiata, ktéry moze by¢ mie-
rzony prawdopodobienstwem, natomiast niepewnos¢ jest stanem umystu, i jako taka
moze by¢ mierzona jedynie poziomem wiary (por. Pfeffer (1956)).

Jednak najbardziej znane i akceptowane rozroznienie pomiedzy ryzykiem a nie-
pewnoscig wprowadzit w 1921 roku F. Knight. Niepewnosé okreslit on jako mozliwosé
odchylen od stanu oczekiwanego, ktérej nie mozna zmierzy¢, poniewaz nie mozna
zastosowaé rachunku prawdopodobiefistwa (tzw. niepewnos$é¢ sensu stricto). Ryzyko
zdefiniowal natomiast jako ,niepewnos¢” mierzalna, w ktorej odpowiednim przysztym

stanom natury mozna przypisa¢ okreslone prawdopodobienstwa (por. Knight (1921)).
W niniejszej pracy jako definicje niepewnosci przyjeto:

Definicja 1.1.
Niepewnosé - stan, w ktorym przyszte mozliwosci i szanse ich wystapienia sa nie-
znane (por. Gtuchowski (2001)).

Jest to definicja zgodna z podejsciem zaproponowanym przez F. Knighta.

W zakresie definiowania ryzyka wymienia si¢ ogoélnie cztery podstawowe nurty
(por. Jackowicz (1996), Wojtasiak (2002)):

e decyzyjny, w ktérym ryzyko definiowane jest poprzez konsekwencje koniecznosci
podejmowania decyzji w celu realizacji okreslonych celow w sytuacji niepetnej wie-
dzy o przysztosci,

e przyczynowy, w ktéorym gléwny nacisk potozony jest na przyczyny ryzyka zwane
wsrodrami ryzyka”,

e dochodowy, w ktérym pojecie ryzyka zawezone zostaje do niemoznosci okreslenia

rezultatu dziatan, najczesciej wielkosci przysztego dochodu,

10
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e iloSciowy, w ktérym ryzyko definiowane jest poprzez odpowiednie miary (np. po-

przez odchylenie standardowe, prawdopodobienstwo, wrazliwos¢).

Ponizej przedstawione zostang typowe definicje pojecia ryzyka:

Definicja 1.2.

Ryzyko - mozliwo$¢ niepowodzenia, a w szczegdlnosci mozliwo$¢ zaistnienia zda-
rzen niekorzystnych, niezaleznych od dziatajacego podmiotu, ktérych nie moze
on doktadnie przewidzie¢ i nie moze im w pelni zapobiec, a ktére - przez zmniej-
szenie uzytecznosci i/lub przez zwiekszenie naktadéw - odbieraja dziataniu zu-

petnie lub czegdciowo ceche skutecznosci. (por. Kaczmarek (1999)).

Definicja 1.3.
Ryzyko - sytuacja, stan, gdy:

e rezultat, jaki bedzie osiggniety w przysztosci, nie jest znany, ale mozliwe

jest zidentyfikowanie przysztych sytuacji,

e znane jest prawdopodobienstwo zrealizowania si¢ poszczegdlnych mozliwo-

Sci w przysztosci (por. Dziawgo (1998), Gluchowski (2001)).

Definicja 1.2. najblizsza jest podejéciu ,przyczynowemu”, w ktérym za istote ry-
zyka uwaza sie ,mozliwo$¢ zaistnienia zdarzen niekorzystnych” dla podmiotu. Defi-
nicja ta nie ogranicza w zaden sposéb mozliwych Zrodet ryzyka”. Realizacje ryzyka
rozpatruje si¢ szerzej niz, niz w nurcie dochodowym, a mianowicie w odniesieniu
do ,skutecznosci dziatan”, ktéra to skutecznosé moze si¢ oczywiscie przektadaé¢ na
dochod.

Utozsamiajac ,osiagniety w przysztosci rezultat” z dochodem podmiotu, mozna
stwierdzi¢, ze definicja 1.3. reprezentuje szeroko rozumiany nurt ,dochodowy” w defi-
niowaniu ryzyka. Z punktu widzenia ryzyka inwestycji finansowych, doch6d ten moze
by¢ wyrazony zaréwno w jednostkach pienieznych, jak i jako stopa zwrotu z aktywow.

W obu zaprezentowanych definicjach pominiety zostat aspekt ,.decyzyjny”. To po-
miniegcie jest jednak pozorne, gdyz aby mogta nastapi¢ ,mozliwos¢ niepowodzenia”
lub aby mogt wystapi¢ ,nieznany rezultat”, wczesniej musiaty zosta¢ podjete okre-
slone dziatania bedace konsekwencjg podjecia decyzji dotyczacych nieznanej przy-

szlodcl.
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1.1. Definicje i podziat ryzyka

Brak jest natomiast w tych definicjach elementéw nurtu ilosciowego”, czyli defi-
niowania ryzyka poprzez jego miary. Autorzy oddzielili bowiem samo pojecie ryzyka
od jego miar. Analogiczne podejscie przyjete zostanie w niniejszej pracy. Definicja 1.3

uwypukla dodatkowo ilosciowy (mierzalny) aspekt ryzyka.

Na podstawie zaprezentowanych mozliwosci zaproponowana zostata przez autora

nastepujaca definicja ryzyka stanowiaca baze do dalszych rozwazan.

Definicja 1.4.

Ryzyko - cecha stanu powstatego po podjeciu okreslonych decyzji i dziatan, w kon-
sekwencji ktorych istnieje mozliwos$¢ zaistnienia zdarzen niezaleznych od pod-
miotu, ktore powoduja, iz przyszty rezultat pozostaje nieznany, ale mozliwe sg
do zidentyfikowania scenariusze przysztych zdarzen wraz z ich prawdopodobien-

stwami.

Definicja ta uwypukla, iz ryzyko jest konsekwencja podjetych decyzji, ktére po-
woduja pojawienie sie okreslonych ,7zrédel” (przyczyn) ryzyka, a te z kolei wplywaja
na brak mozliwosci jednoznacznego okreslenia rezultatow dziatan. Zaktada sie mie-
rzalny charakter ryzyka. W przypadku inwestycji finansowych, ,decyzja” odnosi sie¢
do zakupu lub sprzedazy instrumentu finansowego, a ,rezultat dziatan” to osiagniecie

zaktadanego dochodu.

Warto jednak zaznaczy¢, iz istnieje wiele innych mozliwych rozwigzan. Zapre-
zentowane zostaly one na przyktad w pracy W. Ronki-Chmielowiec dowodzac, ze
podanie jednoznacznej definicji ryzyka jest zadaniem bardzo skomplikowanym, lub

wrecz niemozliwym (por. Ronka-Chmielowiec (2001)).

Czasami ryzyko definiuje si¢ takze postugujac si¢ odpowiednim zbiorem cech przy
jego opisie. Niezbedne staje si¢ wowczas opisanie nastepujacych pojeé: ,zrédto ry-
zyka”, | przedmiot ryzyka”, ,podjecie ryzyka”, ,mozliwos¢ sterowania ryzykiem”,
Jrealizacja ryzyka”, ,nastepstwo realizacji ryzyka” (por. Szydto (1997)).

Zaproponowana definicja ryzyka jest bardzo ogélna. Dodatkowo wyrdznia sie rozne
mozliwe aspekty ryzyka. Mozna méwié na przyktad o ryzyku (por. Ronka-Chmielowiec
(2001)):

e obiektywnym i subiektywnym,

e jednokierunkowym i dwukierunkowym,

12



1.1. Definicje i podziat ryzyka

e fundamentalnym i partykularnym.

e Ryzyko obiektywne okreslane jest za pomoca odpowiednio zdefiniowanych
miar ryzyka. Istota tego ryzyka jest mozliwos¢ wprowadzenia jednoznacznego
(niezaleznego od osoby analizujacej) pomiaru lub uporzadkowania skutkéw po-
tencjalnych realizacji ryzyka!. Aspekt ten wynika bezposrednio z braku pew-
nosci co do przysztego stanu natury, ktory jest cecha otaczajacej podmioty
rzeczywistosci bedacej wspolng dla wszystkich dziatajacych w tym samym cza-
sie, miejscu i zajmujacych sie ta sama dziatalnodcia podmiotéw. Dodatkowo
zaktada si¢, ze pojedynczy podmiot nie ma wptywu na ryzyko wynikajace ze

stanu natury.

e Ryzyko subiektywne oparte jest natomiast na osobistych uwarunkowaniach
psychologicznych osoby lub o0s6b analizujacych ryzyko. Ryzyko subiektywne
moze by¢ utozsamiane na przyktad z indywidualna oceng szansy wystapienia
okreslonego stanu lub z indywidualna ocena konsekwencji i wéwczas jego miara
wielkosci jest stopien wiary, iz co$ si¢ wydarzy. Skutkuje to tym, ze w tych
samych warunkach (przy tym samym ryzyku obiektywnym), podmioty moga
podejmowaé¢ odmienne decyzje. Thumaczy si¢ to poprzez teorie uzytecznosci
i mozliwy, odmienny dla kazdego podmiotu ksztalt funkcji uzytecznosci, a tym
samym odmienny stosunek do ryzyka. W ramach teorii uzytecznosci wyroznia

si¢ podmioty cechujace sie awersja, neutralnoscia lub sktonnoscia do ryzyka.

e Aspekt jednokierunkowy ryzyka (aspekt negatywny) zwiazany jest z po-
dejsciem, w ktorym podmiot decyzyjny uwzglednia jedynie mozliwe negatywne
zdarzenia, ktorych skutki powoduja uzyskanie w przysztosci rezultatu gorszego
od zalozonego. Jest to tak zwane negatywne rozumienie ryzyka. Podejscie to

jest zgodne z potocznym, najczestszym rozumieniem terminu ryzyko.

e Ryzyko rozwazane jest w aspekcie dwukierunkowym, jesli interpretowane jest
ono jako wlasciwos¢ stan, w ktorym istnieje mozliwos¢ wystapienia rezultatu
niezgodnego z zatozonym i koncowy efekt moze by¢ gorszy lub lepszy od ocze-

kiwanego. Jest to tzw. neutralne ujecie ryzyka.

e Ryzyko fundamentalne (systematyczne) jest rozpatrywane w makroskali,

a jego przejawy odnosza si¢ nie tylko do pojedynczego podmiotu, lecz catego

1 Niektére rodzaje ryzyka mozna zmierzyé¢ za pomoca zmiennych ilogciowych, inne za$ mozna

wyrazi¢ jedynie za pomoca kategorii opisowych.
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1.2. Ryzyko finansowe

systemu gospodarczego (a w kazdym razie do duzej ilosci jednostek). Jako Zré-
dta ryzyka fundamentalnego wymienia si¢ zwykle gospodarcze kryzysy miedzy-
narodowe, a przynajmniej o charakterze krajowym, wojny, ale takze katastrofy

zwigzane z sitami przyrody (powodzie, trzesienia ziemi).

e Ryzyko partykularne (niesystematyczne) jest rozpatrywane, w przeciwien-
stwie do ryzyka fundamentalnego, w mikroskali i zwigzane jest oddziatywaniem
na pojedyncze podmioty. Jego zrédet mozna upatrywac zarowno w czynnikach
zaleznych od danego podmiotu (np. polityka wewnetrzna, decyzje inwesty-
cyjne), jak i w czynnikach niezaleznych (np. dziatania konkurencji, niewywia-

zywanie sie kontrahentéw, pozar itp.).

Na potrzeby tej pracy, ryzyko analizowane bedzie w kontekscie ry-
zyka obiektywnego, dwukierunkowego, a takze w aspekcie partykularnym.

Wszelkie odstepstwa od tej zasady beda wyraznie zaakcentowane.

W dalszej czesci pracy sposrdéd wielu rodzajow ryzyka, na ktore narazony jest

kazdy podmiot, analizie poddane zostanie ryzyko finansowe.

1.2. Ryzyko finansowe

W zalezno$ci od prowadzonej dziatalnosci, instytucja moze by¢ narazona na rézne
rodzaje ryzyka. Realizacja takich niezabezpieczonych ryzyk przektada si¢ na wynik
finansowy analizowanego przedsiebiorstwa.

Tak samo, jak w stosunku do pojecia ,ryzyka”, spotyka sie odmienne (czasami
wrecz wykluczajace sie wzajemnie) definicje pojecia ryzyka finansowego.

W literaturze pojawia si¢ réwniez pojecie ryzyka gospodarczego, ktore zazwy-

czaj interpretowane jest szerzej niz ryzyko finansowe.

Ryzyko gospodarcze (economic risk) - mozliwo$¢ nieosiagniecia spodziewanych
efektéw ekonomicznych dziatalnosci gospodarczej lub poniesienia strat, przekro-

czenia kosztow, zmniejszenia przychodéw (por. Olzacka, Palczyniska (1998)).

Ryzyko finansowe jest sktadowa ryzyka gospodarczego. Ponizej przedstawione zo-

stang podstawowe definicje ryzyka finansowego, spotykane w literaturze.
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1.2. Ryzyko finansowe

Definicja 1.5.
Ryzyko finansowe - wiaze si¢ z mozliwymi przeptywami pieni¢znymi, ktore ptaci
i otrzymuje podmiot. Ryzyko to wynika z powiazania tego podmiotu z otocze-

niem, zwtaszcza z rynkiem finansowym (por. Jajuga (1999b)).

Definicja 1.6.

Ryzyko finansowe - jest prawdopodobienstwem utraty przez organizacje posiada-
nych zasobéw finansowych oraz prawdopodobienstwem utraty srodkéw finan-
sowych, ktore sg juz w organizacji oraz nie osiggniecia spodziewanych zyskow
(por. Bizon-Gérecka (2000)).

Definicja 1.7.
Ryzyko finansowe - mozna okredli¢ jako ryzyko, ktore wiaze sie z mozliwoscia po-

niesienia strat na rynkach finansowych (por. Jorion (2001)).

Jak wida¢, brak jest réwniez jednoznacznej definicji ryzyka finansowego?. Cechg
wspolng powyzszych definicji jest powigzanie ryzyka finansowego z przeptywami fi-
nansowymi z otoczeniem podmiotu. Definicja 1.7. zaweza otoczenie jedynie do rynku
finansowego. Definicje 1.6.1 1.7. definiujg ryzyko finansowe w kontekscie negatywnym,
co jest niezgodne z przyjetym w tej pracy neutralnym aspektem ryzyka.

W dalszej czesci pracy przyjeta zostanie definicja 1.5., ktéra pozwala w ramach ry-
zyka finansowego (analizowanego w aspekcie neutralnym) ujaé¢ zaréwno ryzyko zwia-
zane z rynkiem instrumentéw finansowych, jak i z rynkiem towarowym (np. zmianami

cen metali, towar6w rolnych, czy ropy naftowej lub energii).

W wielu pracach ryzyko finansowe definiuje sie poprzez podanie bardziej szczegd-
towych rodzajow ryzyka, ktore sktadaja sie na analizowane ryzyko finansowe.
Takze podzial ryzyka finansowego nie jest w literaturze jednoznaczny. Konse-

kwentnie przyjmujac definicje 1.5. jako definicje ryzyka finansowego, wyr6zni¢ mozna

2Istniejg réwniez definicje ryzyka finansowego ujmujace pod ta nazwa calkiem odmienne zagad-
nienia. Przyktadem moze byé¢ powigzanie ryzyka finansowego z faktem finansowania cze$ci majatku
firmy kapitalem obcym (por. Gluchowski (2001)), czy z réwnowaga pomiedzy wplywami i wydatkami
pienieznymi (por. Uyemura, van Deventer (1997), Bogacka (1998)). Definicje te nie beda przedmio-

tem rozwazan niniejszej pracy.
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1.2. Ryzyko finansowe

kilka podstawowych rodzajéw ryzyka finansowego. Do najwazniejszych naleza (por.
Jajuga (1998), Wojtasiak (2002)):

e ryzyko rynkowe (market risk),

e ryzyko ptynnosci (liquidity risk),

e ryzyko kredytowe (credit risk),

e ryzyko operacyjne (operational risk),
e ryzyko prawne (legal risk),

e ryzyko biznesu (business risk).

Ryzyko rynkowe jest ryzykiem wynikajacym ze zmian cen na rynkach finansowych
i towarowych. Ryzyko to dotyczy zaréwno zmian cen instrumentoéw bazowych
(stop procentowych, cen akcji, indekséw, walut, towaréw), jak i zmian cen in-
strumentéw pochodnych (opcji, warrantéw, kontraktéw terminowych, swapow).
Bardzo czesto ryzyko to taczy sie rowniez z ryzykiem plynnosci instrumentéw

finansowych.

Ryzyko plynnosci wystepuje w sytuacji, gdy ze wzgledu na niedopasowanie wiel-
kosci podazy i popytu, badz ze wzgledu na przeciwstawne oczekiwania stron
rynku, niemozliwe lub utrudnione jest kupowanie badZ sprzedawanie danego
instrumentu finansowego lub towaru bez ponoszenia dodatkowych kosztéw na-
tychmiastowego otwarcia lub zamkniecia pozycji. Podejscie to jest zgodne z trak-

towaniem ryzyka plynnosci w kontekscie ryzyka ptynnosci aktywows.

Ryzyko kredytowe jest ryzykiem zwigzanym z mozliwoscig niedotrzymania warun-
kow kontraktu przez druga strone transakcji. Moze ono dotyczy¢ sytuacji, gdy
partner zaprzestaje sptaty zobowigzan, opdznia sie z terminami sptaty lub nie

wywigzuje sie w inny sposob ze zobowigzan finansowych w catosci lub cze$ciowo.

Ryzyko operacyjne jest ryzykiem o charakterze systemowym (niezwiazanym z in-
westowaniem), ktérego zrodto tkwi w niewystarczajacej kontroli, niesprawnych

systemach, btedach cztowieka, niewtasciwym zarzadzaniu. Osobno wyrdznia sie

3Ryzyko plynnoéci okreéla sie tez czasami w kontekscie ryzyka pltynnoéci pasywéw, rozumianego

jako ,niemozno$é terminowego pokrywana zobowiazan” (por. Jorion (2001)).
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1.2. Ryzyko finansowe

wiec na przyktad: ryzyko personelu, organizacyjne, (braku) kontroli, infrastruk-
tury technicznej. Ryzyko to obejmuje w szczegdlnosci rowniez ryzyko oszustwa,
ryzyko regulacjit, ryzyko katastrofowe (zwigzane z sitami przyrody). Jednym

z aspektow ryzyka operacyjnego jest ryzyko utraty reputacji.

Ryzyko prawne zwiazane jest z mozliwoscia poniesienia strat w wyniku prowadze-
nie przez podmiot dzialalnosci wykraczajacej poza ramy odpowiednich prze-
piséw prawnych lub regulacji i obejmujace niemoznos¢ wyegzekwowania wa-
runkéw kontraktu. Ryzyko prawne wiaze si¢ réwniez z sytuacja, gdy nastepuje
nieprzewidziana zmiana prawa, prowadzaca do zmiany sytuacji podmiotu. Ry-
zyko to mozna definiowa¢ réwniez w aspekcie neutralnym, w ktorym zmiany
prawa moga prowadzi¢ do uzyskania korzysci. Ryzyko to bywa uznawane za

sktadowa ryzyka operacyjnego.

Ryzyko biznesu zwiazane z prowadzona przez instytucje (przedsiebiorstwo) dzia-
talnoscia podstawowa, rynkiem produktéw i ustug. Ryzyko to ma charakter
dhugoterminowy i strukturalny, powstajacy na skutek decyzji inwestycyjnych
dotyczacych m.in. wyboru strategii rozwoju, strategii marketingowej, decyzji

cenowych, decyzji co do poziomu przysztej sprzedazy.

W dalszej czesci pracy poruszane beda zagadnienia dotyczace wylacznie
ryzyka rynkowego. Niezbedne jest zatem zdefiniowanie w ramach ryzyka rynkowego

poszczegolnych rodzajow tego ryzyka.

Zwykle wyréznia sie w ramach ryzyka rynkowego (por. Jajuga (1999a)):
e ryzyko cen akcji (stock price risk),
e ryzyko kursu walutowego (exchange rate risk),
e ryzyko cen towaréw (commodity price risk),

e ryzyko stopy procentowej (interest rate risk).

Przy tym w kazdym z czterech powyzszych rodzajow mozna moéwi¢ o dwoch ro-

dzajach cen, tzn. cenach spot (natychmiastowych) i cenach forward (terminowych).

4Ryzyko regulacyjne wiaze sie z mozliwoécig poniesienia strat przez przedsiebiorstwo, ktére nie
przestrzega odpowiednich przepisow i regulacji odnoszacych sie do jego dzialalnosci. Straty te moga
by¢ zwiazane z konieczno$cig wyplaty odszkodowania dla klientéw, narzuceniem przez wladze re-
gulacyjne kar finansowych, zawieszeniem luz zakazaniem pelnienia obowiazkéw przez wazne dla

przedsiebiorstwa osoby lub nawet, w szczegdlnych przypadkach, zamknieciem firmy.
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1.2. Ryzyko finansowe

Wprowadzenie do rozwazan ceny forward pozwala na analize ryzyka cen instrumen-
téw pochodnych (opcji, kontraktow forward, kontraktow futures, kontraktow swap

i wszystkich instrumentéw pochodnych od nich sie wywodzacych).

Ryzyko cen akcji spowodowane jest odmiennymi od oczekiwanych zmianami kur-
sow akcji. Z ryzykiem tym zwigzane jest wprost ryzyko zmian indeksow akcji.
W przypadku inwestowania w instrument bazowy, w zaleznosci od tego, czy
inwestor otwierat pozycje dtuga czy krotka traci on, w przypadku spadku kursu
(dla pozycji dtugiej), badz wzrostu kursu (dla pozycji krétkiej). Analogicznie
zyskuje w przypadku wzrostu kursu (dla pozycji dtugiej) oraz spadku kursu (dla
pozycji krétkiej). W przypadku inwestycji w instrumenty pochodne zagadnie-
nie jest bardziej skomplikowane i zalezy zaréwno od zmiany kursu instrumentu
bazowego, jak i typu instrumentu pochodnego. Szczegdtowe przypadki dla stra-
tegii zaktadajacych inwestowanie w podstawowe instrumenty pochodne znalezé
mozna w pracy Jajugi, Kuziak i Markowskiego (por. Jajuga, Kuziak, Markowski
(1997)).

Ryzyko kursu walutowego okresli¢ mozna jako mozliwos¢ wpltywu zmiany kursu
wymiany walut na sytuacje finansowa analizowanego podmiotu. Zgodnie z neu-
tralnym rozumieniem ryzyka, zmiany te moga prowadzi¢ zarowno do pozytyw-

nych, jak i negatywnych zmian sytuacji firmy.

Jesli spada kurs waluty, tzn. spada cena obcej waluty w walucie krajowej, to aktywa
denominowane w walucie obcej przynosza straty, natomiast pasywa denominowane
w walucie obcej przynosza dochoéd. W przypadku wzrostu kursu waluty, sytuacja jest
odwrotna. W procesie analizy ryzyka kursu walutowego niezbedne jest zidentyfiko-
wanie wszystkich pozycji w aktywach i pasywach, ktére sg denominowane w walu-
tach obcych, badz ktérych wartosé jest indeksowana wzgledem kursu walut obcych.
Ostatecznie o ekspozycji na ryzyko $wiadczy roznica pomiedzy zidentyfikowanymi
aktywami i pasywami w kazdej z analizowanych walut. Zrédtem ryzyka sa najczesciej
import lub eksport produktow lub ustug, kredyty i pozyczki denominowane w walucie

obcej oraz wszelkie inwestycje w walucie obcej (gotdéwka, papiery wartosciowe).

Ryzyko cen towaréw jest spowodowane odmiennymi od oczekiwanych zmianami

cen towarow.
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1.3. Podstawowe elementy procesu zarzadzania ryzykiem

Ryzyko to ma podobne cechy jak ryzyko zmian can akcji. Warto zaznaczy¢, iz ryzyko
to dotyczy obok zmian na przykltad kurséw metali, produktéw rolnych, ropy takze

zmiany cen energii elektrycznej.

Ryzyko stopy procentowej to mozliwos¢ wpltywu zmian rynkowych stép procen-

towych na sytuacje finansowg analizowanego podmiotu.

Wielkos¢ ryzyka stopy procentowej, na ktore narazony jest podmiot inwestujacy, za-

lezy m.in. od:

e wielkosci mozliwej réznicy pomiedzy oczekiwang a obserwowang na rynku
stopg procentows,
e wrazliwosci inwestycji na zmiane¢ struktury stop procentowych,

e wolumenu transakcji.

Warto zaznaczy¢, ze wymienione powyzej rodzaje ryzyka moga si¢ przenikac, gdyz
kupujacy na przyktad akcje przedsiebiorstwa zagranicznego, narazony jest zaréwno
na ryzyko zmian cen akcji, jak i kursu waluty, a kupujacy na przyktad zagraniczng
obligacje o zmiennym oprocentowaniu, narazony jest na ryzyko zmian stop procento-

wych i zmian kursu walutowego.

Przedstawione w niniejszej pracy zagadnienia moga postuzy¢ przede wszystkim do
zarzadzania ryzykiem cen akcji, indekséw akeji, cen towarow i kurséw walut. Niemniej
przedstawione zostang réwniez proste metody zwigzane z zarzadzaniem ryzykiem stop
procentowych. Jest to jednak zagadnienie odbiegajace od technik wykorzystywanych

w zwigzku z pozostalymi rodzajami ryzyka rynkowego.

1.3. Podstawowe elementy procesu zarzadzania
ryzykiem

All of life is the management of risk, not its elimination.

Walter Wriston

O ile ryzyko zostanie potraktowane nie tylko jako zagrozenie, ale réwniez jako
szansa sukcesu (neutralne podejécie do ryzyka), to takie pojmowanie ryzyka unie-
mozliwia decydentom korzystanie jedynie z metod eliminacji ryzyka i przeciwdziata-
nia potencjalnym zagrozeniom. Zmusza ich réwniez do akceptacji ryzyka i ogdlnego

zarzadzania jego poziomem (por. Jedynak, Szydto (1997)).
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1.3. Podstawowe elementy procesu zarzadzania ryzykiem

Ryzyko jest w gruncie rzeczy czyms pozytywnym i powoduje, ze cztowiek probuje
doskonali¢ swa wiedze tak, aby dzialania, ktére podejmuje byty nowatorskie oraz
efektywne. Istota biznesu jest wiec podejmowanie ryzyka. Jednakze nie oznacza to

koniecznodci akceptowania kazdego rodzaju ryzyka w dowolnej wielkodci.
Niezbedne staje sie wiec zarzgdzanie ryzykiem.

W obecnych czasach, zarzadzanie ryzykiem w przedsiebiorstwie produkcyjnym
lub instytucji finansowej nie jest wytacznie elementem podniesienia ekonomicznej
efektywnogdci, ale przede wszystkim zapewnienia jego rynkowej egzystencji.

Na potrzeby pracy przyjeto nastepujaca definicje zarzadzania ryzykiem:

Definicja 1.8.

Zarzadzanie ryzykiem - jest to projektowanie i wdrazanie struktury czasowej prze-
ptywéw pienieznych w celu osiagniecia pozadanego poziomu ryzyka (por. Jajuga
(1999Db)).

Odmiennie ,zarzadzanie ryzykiem” definiowane jest rowniez jako:

Definicja 1.9.
Zarzadzanie ryzykiem - jest to system metod i dzialan zmierzajacych do obnize-
nia stopnia oddzialywania ryzyka na funkcjonowanie podmiotu gospodar-

czego 1 do podejmowania w tym celu optymalnych decyzji. (por. Multimedialna
Encyklopedia Powszechna (2002), PWN)

Definicja 1.8. nie zaweza zagadnienia zarzadzania ryzykiem jedynie do ,obniza-
nia stopnia oddziatywania ryzyka”. W zaleznosci od celow wyznaczonych przez przez
podmiot decyzyjny, przyjecie ,pozadanego poziomu ryzyka” moze oznaczaé takze
zastosowanie strategii zwiekszajacej poziom ryzyka w celu osiggniecia potencjalnie
wigkszego dochodu. Umiejetne zarzadzanie ryzykiem staje sie coraz bardziej nie-
zbedne takze ze wzgledu na coraz bardziej popularng ocene procesu inwestowania
przez miary uwzgledniajace nie tylko dochdd, ale takze ryzyko (np. miary oceny
portfela Jensena, Treynora czy Sharpe’a (por. Jajuga, Kuziak, Markowski (1997)),

ale takze wazony ryzykiem wynik finansowy (por. Jorion (2001)).

Z pojeciem zarzadzania ryzykiem wigze si¢ inne bardzo popularne i wazne z punktu
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widzenia niniejszej pracy pojecie wspotczesnych finanséw, a mianowicie ”inzynieria

finansowa”.

Definicja 1.10.

Inzynieria finansowa - to umiejetnosé¢ projektowania i wdrazania innowacji fi-
nansowych w dziedzinie nowoczesnego zarzadzania finansami, umozliwiajaca
optymalny wybor metody finansowania dziatalnosci i efektywne zarzadzanie ry-
zykiem inwestycji, silnie wsparta przez zaawansowane metody matematyczne,
w tym metody wyceny instrumentéw finansowych (bazowych i pochodnych)

i modelowania ryzyka, a takze przez nowoczesng technologie informatyczna
(por. Tarczynski, Zwolankowski (1999)).

Zaprezentowane w tej pracy metody ilosciowe pozwalajace modelowaé zmiany cen,
mierzy¢ ryzyko i wycenia¢ instrumenty pochodne, pozwalaja niewatpliwie umiesci¢
zagadnienia zwigzane z tak rozumianym zarzadzaniem ryzykiem w ramach inzynierii

finansowej.

Kontynuujac rozwazania o zarzadzaniu ryzykiem finansowym, warto zauwazyc¢, iz
w ostatnich latach zaszto w tym obszarze wiele istotnych zmian (por. Jajuga (1999b)).
Sposérdéd najwazniejszych tendencji w zarzadzaniu ryzykiem finansowym warto wy-

mieni¢ nastepujace:

e pojawienie si¢ nowych metod zarzadzania ryzykiem, w ktérych wykorzystuje

sie instrumenty pochodne (np. opcje, czy kontrakty terminowe),

e skrocenie horyzontu zarzadzania ryzykiem nawet do jednego dnia, co wymusza
stosowanie w miejscu tradycyjnych procedur opartych na sprawozdaniach finan-
sowych (a wiec narastajacej rejestracji zdarzen) procedur marking to market”,

czyli biezacego zarzadzania pozycjami na rynkach finansowych,

e integracje systemow zarzadzania ryzykiem finansowym polegajaca na komplek-

sowym zarzadzaniu wszystkimi rodzajami ryzyka,

e zwiekszenie znaczenia wyrafinowanych metod matematycznych, ktorych wyko-
rzystanie wigze sie czesto z koniecznoscig zastosowania nowoczesnych, kompu-

terowych programéw obliczeniowych.
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W ramach wspotczesnego zarzadzania ryzykiem finansowym wyroznia sie po-

nadto:

Strategiczne zarzadzanie ryzykiem, ktore dotyczy problematyki wprowadzania
zarzadzania ryzykiem w podmiocie i gtdwnym jego zadaniem jest sformutowanie
ogoblnej polityki dotyczacej zarzadzania ryzykiem. Odbywa sie to na poziomie

kierowniczym.

Operacyjne zarzadzanie ryzykiem, ktorego celem jest przeniesienie szczegotow

strategii zarzadzania ryzykiem do sfery praktyki.

Zagadnienia prezentowane w dalszej czesci pracy moga znalezé potencjalne zasto-
sowanie zarOwno w strategicznym, jak i operacyjnym zarzadzaniu ryzykiem, wyko-
rzystywane sg one bowiem w analizie ryzyka na poziomie catej instytucji, jak i poje-

dynczego instrumentu.

Zarzadzanie ryzykiem finansowym (a takze ogdlnie ryzykiem) powinno odbywaé
sie zaré6wno na poziomie kazdego z rodzajéow ryzyka osobno w sposob zdecentrali-
zowany, a takze w aspekcie ryzyka tacznego instytucji z uwzglednieniem wszelkich

sktadowych ryzyka (por. Jorion (2001)).

Czy to w odniesieniu do pojedynczych rodzajow ryzyka, czy w stosunku do tacz-
nego ryzyka instytucji, wyrdznia sie najczesdciej nastepujace etapy procesu zarzadzania
ryzykiem:

e identyfikacja ryzyka,

e ocena (pomiar) ryzyka,

e sterowanie ryzykiem - wybor i wdrozenie odpowiedniej techniki zarzadza-
nia ryzykiem,

e monitorowanie (kontrola) programu zarzadzania ryzykiem i opracowanie

programu zmian.

Identyfikacja (rozpoznanie) ryzyka

Identyfikacja ryzyka jest etapem rozpoczynajacym chronologicznie proces zarza-
dzania ryzykiem. Jest to faza informacyjna, polegajaca na okresleniu rodzajow ry-
zyka, ktore moga zagraza¢ danemu podmiotowi. Przyjmujac nadal ,dwukierunkows”
(neutralna) definicje ryzyka, oznacza to identyfikacje oraz systematyczne ujecie wszel-

kich Zrédet potencjalnych korzysci i niebezpieczenstw, ktore moga przyczynic si¢ za-
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rowno do uzyskania dochodéw wyzszych, jak i nizszych od oczekiwanych. Zazwyczaj
etap ten odbywa si¢ w sposéb zdecentralizowany, w poszczegdlnych obszarach dzia-
talnosci firmy oraz w poszczegdlnych oddziatach firmy. Niezbedne sg wiec procedury
ujednolicajace proces identyfikacji ryzyka oraz umozliwiajace agregacje czastkowych

informac;ji.

Ocena (pomiar) ryzyka
Naturalnym dazeniem kazdego decydenta, ktory poprzez swoje decyzje podejmuje
ryzyko, powinna by¢ che¢ zapewnienie sobie mozliwosci opisu konsekwencji podjetych
dziatan, badz to w postaci scenariuszy, czyli opisowych form ukazania zaleznosci
i nastepstw okreslonych dziatan, badz poprzez nadanie okreslonej matematycznej
miary. Pomiar ryzyka moze przebiega¢ w rozny sposob i jest zdeterminowany poprzez:
e charakter mierzonej wielkosci,

e zakres dostepnych danych.

Przedmiotem rozwazan w przypadku pomiaru ryzyka powinno by¢ wiec przede
wszystkim przyjecie mozliwych do zastosowania miar ryzyka.

Pomiar ryzyka polegajacy na wyznaczeniu konkretnej wartosci liczbowej zwigzany
jest z omawiana wczesniej koncepcja analizy ryzyka w aspekcie obiektywnym. Obecnie
dazy sie do ujednolicenia sposobu wyrazania ryzyka i umozliwienia informowania
decydenta za pomoca jednej wartosci liczbowej o catkowitym ryzyku podmiotu (por.
Jorion (2001)).

Oszacowanie obiektywnej wielkosci ryzyka, na ktére narazony jest podmiot, nie
konczy etapu oceny ryzyka. Etap ten konczy dopiero subiektywna ocena poszczegol-

nych rodzajoéw ryzyka (i ryzyka tacznego) oraz selekcja prowadzaca do wyr6znienia:

e ryzyka nieistotnego, ktore przestaje by¢ przedmiotem dalszych szczegoto-

wych rozwazan w ramach kolejnych etapéw procesu zarzadzania ryzykiem,

e ryzyka pod obserwacja, gdy istnieja powody by sadzi¢, ze chwilowo nieistotne
ryzyko moze stanowic¢ potencjalne zagrozenie w przysztosci i nalezy monitoro-

wacé je szczegoOlnie uwaznie.

e ryzyka istotnego, w stosunku do ktorego niezbedne jest wdrozenie kolejnych

etapoéw procesu zarzadzania ryzykiem.

Miary mozliwe do zastosowania w kontekscie ryzyka rynkowego przedstawione

zostang w rozdziale 1.4.
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Sterowanie ryzykiem

Sterowanie ryzykiem odbywa sie na szczeblu decyzyjnym podmiotu i oznacza po-
dejmowanie przedsiewzie¢ majacych na celu dostosowanie (najczesciej zmniejszenie)
ryzyka do zalozonych, akceptowalnych rozmiaréw. (por. Zawadzka (2001)).

W ramach zarzadzania ryzykiem rynkowym mozemy wyrézni¢ (por. Jedynak
i Szydto (1997), Zawadzka (1999)):

e strategie aktywne - oddzialujace na przyczyny wystepowania ryzyka, a wiec

majace na celu ograniczenie wielkosci ryzyka. Do takich strategii zaliczamy:

e unikanie ryzyka - polegajace na zaniechaniu podejmowania pewnych
dzialan obarczonych z punktu widzenia decydenta zbyt duzym ry-
zykiem (nie inwestowaniu),

e dywersyfikacje ryzyka - polegajaca w przypadku ryzyka rynkowego
na inwestowaniu w rézne instrumenty o niskiej i najlepiej ujemnej

korelacji stop zwrotu, bez przenoszenia ryzyka na inne podmioty,

e strategie pasywne - oddziatujace na skutki, a wiec majace na celu zmniejszenie
negatywnego wptywu niespodziewanych strat na pozycje finansowa podmiotu.

Najczesciej stosuje sie:

e przenoszenie ryzyka na inne podmioty - polegajace zazwyczaj na
transferze ryzyka do innych podmiotéw. W ramach tej strategii,
mozliwe jest takze przyjmowanie ryzyka od innych podmiotéw. W sto-
sunku do wielu rodzajow ryzyka zwigzane jest to z zakupem polisy
ubezpieczeniowej. W ramach zarzadzania ryzykiem finansowym wy-
korzystuje sie w tym zakresie najczesciej wszelkiego rodzaju instru-
menty pochodne,

e tworzenie rezerw.

Kontrolowanie i nadzér

Kontrola jest w wiekszosci przypadkéw wymieniana jako koncowy etap procesu
zarzadzania ryzykiem, warto jednak zwroci¢ uwaga na koniecznos$¢ kontroli takze
w trakcie wczesniejszych etapow.

Wedhig Zawadzkiej kontrola w procesie zarzadzania ryzykiem powinna obejmowac

przede wszystkim (por. Zawadzka (1999)):

e ocene metod identyfikacji i pomiaru ryzyka z punktu widzenia ich doktad-

nosci i aktualnosci,
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e ocene zastosowanych rozwigzan w ramach procesu sterowania ryzykiem
z punktu widzenia poniesionych kosztéw i osiagnietych korzysci,

e ocene organizacyjnego aspektu zarzadzania ryzykiem; stopnia centraliza-
cji i decentralizacji w tym zakresie, a takze stopnia spdjnosci i jasnosci

procedur.

Z punktu widzenia niniejszej pracy najwazniejszy pozostaje aspekt zwigzany z oceng
pomiaru ryzyka, w ktérym weryfikacji podlegaja modele przyjete do opisu szeregow
cen, stop zwrotu, czy zmiennosci (por. rozdzial 2.) oraz techniki prognoz ryzyka (por.
rozdziat 3.)

Kontrola i nadzér odbywaja sie wiec w ramach szeregu sprzezen zwrotnych w za-
kresie informacji uzyskiwanych w poszczegdlnych etapach procesu zarzadzania ryzy-
kiem. Niezbedne pozostaje réwniez cigglte udoskonalanie calego procesu, wdrazanie

nowych narzedzi oraz wyznaczanie przysztych kierunkoéw zarzadzania ryzykiem.

1.4. Miary ryzyka rynkowego

Kiedy nie mozna czegos zmierzyé,/[...] nasza
wiedza o tym staje sie uboga i niezadowalajgca.
Lord Kelvin

Jesli nie mozna czeqos zmierzyc,
nalezy zmierzyc to tak, jok sie da.
Knight

Jak juz zostato powiedziane, jednym z najwazniejszych etapéw procesu zarzadza-
nia ryzykiem jest jego pomiar. Zagadnienie zwigzane z pomiarem ryzyka instrumen-
tow finansowych jest bardzo szerokie. Obszarem zainteresowan niniejszej pracy jest
jednak wytacznie pomiar ryzyka rynkowego zwiazanego ze zmianami cen instrumen-
tow finansowych.

Dazeniem kazdego decydenta, ktéry podejmuje ryzyko, jest zapewnienie sobie
mozliwosci okreslenia potencjalnych nastepstw decyzji poprzez pomiar podjetego ry-
zyka.

Rozpatrujac cata game dostepnych instrumentéw finansowych trudno wskazaé
jedna koncepcje pomiaru ryzyka rynkowego. Dla poszczegdlnych grup instrumentéw

finansowych istniejg odpowiednio zdefiniowane tradycyjne miary ryzyka. Przyjecie
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okreslonej miary ryzyka to znalezienie odpowiednich i spéjnych procedur, za pomoca
ktorych elementy ryzyka bedzie mozna przedstawi¢ w postaci liczbowej. W tym przy-
padku poprzez ,miare” rozumie sie wartos¢ danej wielkosci wyrazona iloczynem
liczby i jednostki. Jak zostanie przedstawione w dalszej czesci rozdziatu, typowe miary
ryzyka rynkowego wyrazone moga by¢ w jednostkach pienieznych, niemianowanych,

a nawet w jednostkach czasu.

Ponizej przedstawione zostana podstawowe miary ryzyka rynkowego, ze szczegol-
nym uwzglednieniem miar, ktore znalazty akceptacje wérod praktykow. Poza jedng
miara - Ezpected Shortfall - zadna z nich nie jest miara spdjna (koherentng)
(coherent risk measure) w sensie zaproponowanym przez Artznera, Debaena, Ebera
i Heatha. Spelniaja one jedynie pojedyncze wymagane wtasnosci (por. Artzner, Del-
baen, Eber i Heath (1998), Féllmer, Schied (2002)). By¢ moze sp6jna pod wzgledem
matematycznym koncepcja pomiaru ryzyka nie okaze si¢ nigdy miara, ktora zostanie

zaakceptowana przez praktykow.

Najczesciej wyrdznia sie w praktyce trzy grupy miar ryzyka rynkowego. Kryterium
podziatu jest sposéb rozumienia i ujmowania ryzyka. W tym kontekscie wyrdznia sie

nastepujace grupy miar ryzyka rynkowego (por. Jajuga (1999)):
e miary zmiennosci (volatility measures),
e miary zagrozenia (downside risk measures),
e miary wrazliwosci (sensitivity measures).

W pracy gtéwny nacisk potozony zostanie na miary zmiennosci. Pokazany zo-
stanie réwniez zwigzek pomiedzy miarami zmiennosci a metodami szacowania miar

zagrozenia.

1.4.1. Miary zmiennosci

Grupa miar zmiennosci zyskata popularnos¢ i akceptacje dzigki klasycznej teorii
portfela zaproponowanej przez Markowitza (por. Markowitz (1952)).

Ryzyko rozumiane jest tutaj zgodnie z koncepcja neutralna, traktujaca ryzyko
jako mozliwos¢, ze zrealizowany dochod bedzie sie roznit od oczekiwanego. Dochod
rozumiany jest jako stopa zwrotu z inwestycji. Rozréznia sie dwa sposoby wyznaczania

stop zwrotu:

26



1.4. Miary ryzyka rynkowego

stope prosta, wykorzystujacej model kapitalizacji prostej (por. Smaga (1999)),

- P-FB.a+D

P (1.1)

Tt

stope logarytmiczng, wykorzystujaca model kapitalizacji ciggtej,

R, —In (%) | (1.2)

gdzie:
P, - cena na koniec okresu inwestycji (zmienna losowa),
P,_1 - cena na poczatku okresu inwestycji (znana wartos¢),
D, - suma przeptywéw finansowych wystepujacych w okresie inwestycji, najczesciej

zwigzana z wyptata dywidendy.

Jako miare zmiennosci dochodu (stopy zwrotu) mozna wykorzysta¢ w praktyce
dowolng miare zmiennosci rozktadu stop zwrotu.

Miary takie mozemy podzieli¢ na (por. Ostasiewicz, Rusnak, Siedlecka (1997)):
e miary pozycyjne,

e miary klasyczne.

Do najprostszych miar pozycyjnych zalicza sie:

e rozstep, charakteryzujacy empiryczny obszar zmian wartosci obserwowanej zmien-
nej (w tym przypadku wartosci zrealizowanych stép zwrotu). Rozstep nie do-
starcza jednak informacji o zréznicowaniu poszczegdlnych wartosci cechy w zbio-

rowosci.

e odchylenie éwiartkowe, ktére mierzy poziom zroznicowania tylko czesci obser-
wacji pozostatych po odrzuceniu 25% obserwacji o wartosciach najwiekszych

i 25% obserwacji o wartosciach najmniejszych.

Miary powyzsze nie sa praktycznie stosowane, gdyz powoduja one znaczna utrate
informacji. Wartos$¢ rozstepu zalezy jedynie od dwoch skrajnych wartosci ekstremal-
nych w zbiorze i nie uwzglednia typowych zmian stép zwrotu. Odchylenie ¢wiartkowe

uwzglednia natomiast (odwrotnie) jedynie typowe zmiany cen (typowe wartosci stop
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zwrotu), nie uwzgledniajac zupelnie obserwacji nietypowych, ekstremalnych, moga-
cych w przypadku realizacji straty znacznie ostabié¢ pozycje finansowa analizowanego

podmiotu.

7 tego tez powodu, zdecydowanie czedciej wykorzystuje sie typowe miary kla-
syczne, jak i ich modyfikacje.
W zagadnieniu pomiaru zmiennosci finansowych szeregdéw czasowych niezbedne
staja sie decyzje co do wyboru:
e stosowanej miary zmiennosci,
e postaci estymatora okreslonej miary,

e rodzaju danych, na podstawie ktérych wyznaczana bedzie zmiennosé.

Najczesciej stosowang praktyka jest wykorzystywanie stép zwrotu o okre-
$lonym horyzoncie (zwykle jednego dnia) liczonych na podstawie cen za-
mkniecia rynku dla poszczegélnych instrumentéw. W trakcie podokresu ¢ nie
jest dostepna wiec jeszcze informacja o stopie zwrotu z tego podokresu () i parametr

zmiennosci szacowany jest na podstawie n stop zwrotu poprzedzajacych podokres t.

Najbardziej znang i preferowang miarg zmiennosci pozostaje odchylenie stan-
dardowe stép zwrotu®.
Typowo odchylenie standardowe stop zwrotu wyznacza sie z wykorzystaniem na-

stepujacego estymatora®:

n

i=1

s¢ - odchylenie standardowe w chwili ¢,

n - liczba obserwacji.

Wyznaczona wartos¢ s, jest oczywiscie jedynie oszacowaniem nieznanej wartosci
odchylenia standardowego rozktadu. Z kazda miarg ryzyka wiaze sie réwniez ryzyko

samej miary (por. Jajuga (2001a)).

5(Czasami spotyka sie réwniez podejscia uznajace za miare ryzyka wariancje stép zwrotu.
60czywiécie mozliwe jest analizowanie zaréwno prostych, jak i logarytmicznych stép zwrotu.
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Przy szacowaniu odchylenia standardowego (jak i innych miar klasycznych) ist-
nieje zawsze problem subiektywnego doboru wielkosci proby’ oraz subiektywnego
podejscia do obserwacji nietypowych.

Przyjecie niewielkiej liczby obserwacji (jak to ma miejsce np. przy szacowaniu
zmiennosci zrealizowanej w poszczegdlnych miesiacach ($rednio 21 obserwacji)), moze
prowadzi¢ do znacznych bledéw oszacowan. Zrédlem bledu jest takze oszacowanie
sredniej 7. Proponowana modyfikacja procedury (dla krotkich, jednodniowych hory-
zontéw stop zwrotu) polega najczesciej na przyjeciu zalozenia, ze oczekiwana stopa

zwrotu wynosi zero. Zmodyfikowany estymator przyjmuje wtedy postac:

Podejscie takie pozwala poprawic¢ jako$¢ pomiaru ryzyka, a tym samym jego pro-

gnoz (zagadnieniu prognozowania parametru s; poswiecony jest rozdzial 3).

Zastosowanie zbyt duzego zbioru obserwacji powoduje natomiast koniecznosé¢ u-
wzglednienia odlegltych w czasie informacji. Przyjmuje sie jednak, ze dane mniej od-
legte lepiej opisuja stan terazniejszy rynku i powinny zosta¢ uwzglednione z wieksza
waga. Powyzszy postulat zostal uwzgledniony przez bank J.P. Morgan w procedurze

RiskMetrics, w ktorej estymator odchylenia standardowego przyjmuje postac:

1=\ ..
T[T 2; Mrici (1.6)

gdzie: A jest wspolczynnikiem postarzania informacji”. Wartos¢ wspotezynnika do-
biera si¢ eksperymantalnie. J.P. Morgan w RiskMetrics przyjmuje optymalng wartosc¢

wspotezynnika A jako 0,94.

Kolejng sygnalizowang wada estymatora odchylenia standardowego w typowej
postaci jest jego wrazliwo$¢ na obserwacje nietypowe.

W literaturze znalez¢ mozna szereg szereg propozycji wykorzystania tzw. esty-
matoréw odpornych (mniej wrazliwych na obserwacje nietypowe) w zakresie szaco-
wania odchylenia standardowego poprzez zastosowanie réznych funkeji zmniejszaja-
cych wage uwglednianych obserwacji wraz ze wzrostem odlegtosci od Sredniej. Szereg

rozwiazan tego typu zaprezentowanych zostato np. w pracy Jochuma (por. Jochum

"Przy zalozeniu, ze w ogéle wariancja istnieje i stabilizuje sie.
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1.4. Miary ryzyka rynkowego

(1999)). Najczesciej wykorzystuje sie dodatkowa wlasno$é prawdziwa w przypadku

rozktadu normalnego o zerowej wartosci sredniej:

5 \/gE[r], (L.7)

co prowadzi do nastepujacej postaci estymatora odchylenia standardowego:

St = \/g (% Z |7°t—z'|> . (1.8)

Estymatory odporne nie znalazly jednak do tej pory szerszej akceptacji w zagadnie-
niach praktycznych w zakresie pomiaru ryzyka rynkowego.

Postugujac si¢ przedstawionymi do tej pory estymatorami, wykorzystuje sig¢, co
byto sygnalizowane wczesniej, najczesciej stopy zwrotu z cen zamknigcia rynku. Za-
proponowano jednak réwniez estymatory uwzgledniajace takze ceny otwarcia rynku,
ceny najnizsze i najwyzsze w analizowanych podokresach (najczesciej w ciagu po-
szczegblnych dni sesyjnych).

Parkinson zaproponowal nastepujacy estymator odchylenia standardowego stop
zwrotu bazujacy na cenach najwyzszych i najnizszych w poszczegdlnych podokresach
(por. Parkinson (1980)):

i () 49

gdzie:

Py - cena najwyzsza w podokresie (dniu) t,

Pr; - cena najnizsza w podokresie (dniu) ¢,

Estymator Parkinsona teoretycznie jest estymatorem o wiekszej efektywnosci niz stan-
dardowy estymator odchylenia standardowego, jednak jedynie w przypadku, gdy ma
sie do czynienia z ciagtymi notowaniami instrumentu. W przypadku, do$¢ czestym na
gietdach, ze dla danego instrumentu nie obserwuje sie transakcji przez pewne dtuzsze
lub krotsze okresy, moze nastapi¢ zanizanie wartosci oszacowanego ryzyka w stosunku
do wartosci rzeczywistej (por. Haug (1998)).

Kompromisem jest zastosowanie estymatora zaproponowanego przez Garmana i Klassa
(por. Garman, Klass (1980)):

;= % i [m (ZZZH t)r - %ip In(2) — 1] [m (PPU )r (1.10)
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ktory wykorzystuje wigkszy zbiér informacji, a mianowicie zaréwno ceny najwyzsze

i najnizsze, jak i ceny zamkniecia.

Ze wzgledu na poznane i wygodne wlasnosci matematyczne odchylenia standar-
dowego, a takze fakt, iz to wtasnie ta miara zostala przyjeta w modelu Marko-
witza, w modelu wyceny opcji Blacka-Scholesa, czy koncepcji pomiaru VaR metodg
wariancji-kowariancji, miara ta jest najczesciej stosowana zarowno w teorii, jak i prak-
tyce wspotczesnych finanséw. Wiecej informacji na temat odchylenia standardowego
stop zwrotu w zasygnalizowanych zagadnieniach zaprezentowane zostanie w dalszej

czesci rozdziatu.

Prezentowane do tej pory podejscie oparte na odchyleniu standardowym nie jest
oczywiscie jedynym mozliwym.

Mozliwe jest zdefiniowanie miary zmiennosci stép zwrotu takze jako $érednie bez-
wzgledne odchylenie stop zwrotu od mediany. Odchylenie to dane jest naste-

pujacym wzorem:

1 n
dt = E;h’ti—md, (111)

gdzie me jest wartoscig mediany w analizowanym szeregu. Mediana jest miarg od-
porng na obserwacje nietypowe, a uwzglednienie wartosci bezwzglednej takze powo-
duje mniejsze uwypuklenie obserwacji nietypowych niz dla odchylenia standardowego.
Prezentowane tutaj podejscia oparte na klasycznym odchyleniu standardowym
oraz na srednim bezwzglednym odchyleniu od mediany sa szczegdlnymi przypad-
kami zagadnienia okreslania parametréw opartych na normie L,, gdy postugujemy
si¢ norma Ly i Ly. W ogdlnosci mozliwe jest jednak zdefiniowanie miar zmiennosci w
oparciu o dowolng norme L, (por. Jajuga (1999a)).
W takim przypadku:
miare dochodu uzyskuje sie przez rozwiazania problemu minimalizacji (ze wzgledu

na p) nastepujacej funkeji:

[Z(Tt—i - u)p] p (1.12)

i=1

a odpowiadajaca miara zmiennosci dana jest wzorem:

1
I ’
St = W [Z |7jt7i - Td|p] 9 <113)
i=1
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1.4. Miary ryzyka rynkowego

gdzie: r4 jest miara dochodu (bedaca rozwiazaniem powyzszego zagadnienia minima-

lizacji).

Konczac rozwazania o miarach zmiennosci warto zaznaczy¢, iz nie ma
jednej, najlepszej miary zmiennosci. Dla poszczegdlnych miar zmienno-
$ci mozna zastosowal tez rézne estymatory oraz postugiwaé sie réznymi

zbiorami danych wejsciowych.

1.4.2. Miary zagrozenia

Miary zagrozenia sg grupa miar najmniej spojna koncepcyjnie. Tg wspolng nazwa
okresla si¢ szereg odmiennych miar, dla ktérych wspoélne jest to, ze ich konstrukcja
wynika z koncepcji negatywnego rozumienia ryzyka, jako mozliwosci straty, czy moz-
liwosci zrealizowania dochodu réznigcego sie od oczekiwanego lub satysfakcjonujacego
(por. Jajuga (2000c)).

Najbardziej popularng miara zagrozenia jest warto$é zagrozona ( Value at Risk
- VaR ). W ostatnim okresie obserwuje sie tez wzrost zainteresowania miara Erpected
Shortfall (ES'). Zanim jednak zostana one oméwione, zaprezentowane zostang bardzo

skrotowo najprostsze miary zagrozenia wywodzace sie z miar zmiennosci.

Miary typu ,,semi”

Miary te wywodza sie z klasycznych miar zmiennosci, jednak ich konstrukeja po-
lega na uwzglednieniu jedynie ujemnych odchylen stop zwrotu od wartosci oczekiwa-
nej, gdyz to wtasnie te ujemne odchylenia informuja o wielkosci zagrozenia.

Najprostsza miara z tej grupy jest zaprezentowane przez Markowitza semi-od-

chylenie standardowe wyznaczane w nastepujacy sposob (por. Markowitz (1959)):

55t = 4| Z ((re—s — f)_)z, (1.14)

gdzie:
ss; - semi-odchylenie standardowe w momencie t,
n - liczba obserwacji (liczba stép zwrotu),
m - w zaleznosci od przyjetej konwencji albo liczba wszystkich obserwacji, albo

liczba jedynie ujemnych odchylen od $redniej,
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1.4. Miary ryzyka rynkowego

r - oczekiwana stopa zwrotu
oraz
0; z>0

(x)” = ., =TT (1.15)
r; x <0.

W analogiczny sposéb mozna zdefiniowa¢ na przyktad semi-odchylenie przecietne.
Wiegcej na temat wtasnosci miar ,semi” znalez¢é mozna w pracy Jajugi, Kuziak, Mar-

kowskiego (por. Jajuga, Kuziak, Markowski (1997)).

Dolny moment czastkowy
Uogolnieniem koncepcji miar ,semi” jest zastugujaca rowniez przynajmniej na
skrotowe przedstawienie miara ,dolny moment czastkowy” (Lower Partial Mo-

ment - LPM) zdefiniowana w sposob nastepujacy:

n

LPM, — ~ > ((rei—ra))" (1.16)

m <
=1

gdzie:
r, - poziom aspiracji, tj. wymagana stopa zwrotu,
q - rzad modelu.
Jest to koncepcja analogiczna do koncepcji miar ,semi”, lecz uwzgledniane sa
z rézng sita (zalezna od rzedu modelu) jedynie ujemne odchylenia od wymagane;
stopy zwrotu. Szczegdlne przypadki dla réznych wartosci poziomu aspiracji i rzedu

modelu przedstawione zostaty w pracy Jajugi (por. Jajuga (2000c)).

Innymi prostymi miarami zagrozenia sa rowniez:
e poziom bezpieczenstwa,
e prawdopodobienstwo nieosiggniecia poziomu aspiracji,

Miary te zostaly szczegdélowo omoéwione np. w pracy Jajugi, Kuziak i Markowskiego
(por. Jajuga, Kuziak, Markowski (1997)).

Miarami zagrozenia, ktore w ostatnich latach zdobyty najwigksza popularnosé sa

jednak warto$é zagrozona oraz Expected Shortfall
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Wartoéé zagrozona®

Najpopularniejsza w chwili obecnej miara zagrozenia (zaréwno w teorii, jak i w pra-
ktyce) jest warto$é zagrozona (Value at Risk - VaR ) (por. np. Best (2000), Jorion
(2001))

Value at Risk jest to strata wartosci rynkowej (instrumentu finansowego, portfela)
taka, ze prawdopodobienstwo osiggniecia jej lub przekroczenia w zadanym okre-

sie jest rowne przyjetemu poziomowi tolerancji.
W formalny sposéb definicje te zapisuje si¢ jako:
P(Wr <Wy—=VaR(Wr,a)) = a, (1.17)
gdzie:
Wy - obecna wartos$¢ inwestycji,
Wr - warto$¢ inwestycji na koncu rozwazanego okresu o dtugosci T,
a - poziom tolerancji (istotnosci) VaR (prawdopodobienstwo bliskie zeru),

VaR(Wr,«) - warto$¢ miary obliczona w momencie zero dla okresu przetrzymania 7'
i poziomu tolerancji a. Im nizszy poziom tolerancji oraz im dtuzszy okres prze-
trzymania, tym wicksza wartos¢ VaR. W dalszej czesci, dla uproszcezenia zapisu,

pomijane beda argumenty « i Wy przy symbolu VaR.
Do podstawowych zalet miary VaR zalicza sie to, ze:

e stanowi jednolitg miare ryzyka, ktora umozliwia poréwnanie wielkosci zagrozen i

tworzenie zagregowanych miar ryzyka w stosunku do réznych czynnikow ryzyka,

e wyraza ryzyko w intuicyjnie tatwy do zrozumienia sposob jako potencjalng

strate i jednoczesnie informuje o prawdopodobienstwie jej przekroczenia.

Do wad VaR zaliczy¢ mozna natomiast, iz okresla jedynie strate spowodowana w wa-
runkach ,normalnego” funkcjonowania rynku i nie informuje o wartosciach ekstre-
malnych zagrozen oraz, ze w szczeg6lnych przypadkach nie spelnia wtasnos¢ subad-
dytywnosci? (por. Rokita (2002)).

8Spotyka sie réwniez thumaczenie ,wartoéé narazona na ryzyko”.

9YWiasnoéé subaddytywnosci okresla, ze kazda spéjna miara ryzyka musi spetnia¢ warunek, iz
ryzyko portfela nie moze by¢ wigksze od sumy ryzyk poszczegdlnych skladnikow (efekt dywersyfikacji
ryzyka).
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Wiecej o VaR znalezé mozna w pracach Besta (por. Best (2000)), Joriona (por.

Jorion (2001)) oraz w serwisie internetowym www.gloriamundi.org.

Przykladowe metody szacowania VaR wraz z powigzaniem tej metody
z miarami zmienno$ci zaprezentowane zostang w podrozdziale 1.5.2. ni-

niejszej pracy.

Expected Shortfall

Ostatnig zasygnalizowang miarg zagrozenia jest zyskujaca coraz bardziej na zna-
czeniu (niestety nadal jeszcze przede wszystkim w rozwazaniach teoretycznych) miara
Ezpected Shortfall (por. McNeil (1999), Rokita (2002)).

Jej popularno$é wigze sie przede wszystkim z faktem, ze w przeciwien-
stwie do VaR informuje, czy potencjalne przekroczenie progu zagrozenia
jest duze, czy mate. Pozwala to na ujecie wplywu zdarzen ekstremalnych,
szczegolnie niebezpiecznych na rynkach finansowych. Jest to takze jedyna
sposrdd prezentowanych miar ryzyka, miara spéjna w sensie definicji za-
proponowanej przez Artznera, Delbaena, Ebera i Heatha (por. Artzner,
Delbaen, Eber i Heath (1998)).

Miara Ezpected Shortfall (ES ) definiowana jest za pomoca nastepujacej réwnosci:

ES =E(L|L > VaR), (1.18)

gdzie L = Wy — Wr to wartos$¢ straty przy zadanym horyzoncie inwestycji.

ES jest wiec wartoscia straty pod warunkiem, ze strata ta przekroczy wartoscé
VaR. Takze w tym przypadku definicja nie narzuca gotowych procedur. Bardzo sze-
roki przeglad technik szacowania ES w oparciu o modele stochastyczne szeregow
czasowych, czy rozktady zdarzen ekstremalnych znalezé mozna w pracach zamiesz-
czonych w specjalistycznym serwisie internetowym po$wieconym miarom zagrozenia

pod adresem www.gloriamundi.org (por. np. McNeil (1999)).

VaR i ES sa miarami uzupelniajacymi sie i przy wzroscie zaintereso-

wania miarg ES trudno oczekiwac¢ spadku znaczenia VaR.
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1.4.3. Miary wrazliwos$ci

Ostatnia grupa miar ryzyka rynkowego, nie stanowigca tematu rozwazan ni-
niejszej pracy, sg miary wrazliwosci.

Podstawows wtasnoscia tych miar jest fakt, ze odzwierciedlajg wptyw pewnych
zmiennych (zwanych czynnikami ryzyka) na ceny lub stopy zwrotu z analizowanych
instrumentow. W przeciwienstwie do miar zmiennosci, mierzacych skutki realizacji
ryzyka rynkowego, miary wrazliwosci uwzgledniajg zwigzek pomiedzy czynnikami ry-
zyka, a ceng lub stopa zwrotu (opisuja wiec ,przyczyne” zmian). Niezbedne w tym
przypadku staje sie zaréwno zidentyfikowanie czynnikéw ryzyka (X;;), jak i okreslenie
zwigzku pomiedzy czynnikami ryzyka, a zmianami cen i stop zwrotu poprzez budowe
odpowiedniego modelu (danego funkcja g(+)). Modele takie odnoszace si¢ badz to do
zmian cen, badz do zmian stop zwrotu moga mie¢ zaréwno nature deterministyczna,

jak i stochastyczng (por. Jajuga (2000b)).

Miarg wrazliwosci ceny, badz stopy zwrotu na i-ty czynnik ryzyka w chwili ¢ jest
pierwsza pochodna czastkowa funkcji g wzgledem zmiennej Xj:

0g(X1, XQ, e 7Xn)
0X; ’

(1.19)

gdzie:
X; - -ty czynnik ryzyka wptywajacy na cene w chwili ¢,
g(+) - funkcja ceny lub stopy zwrotu wzgledem czynnikéw ryzyka (model).

Miary wrazliwosci oparte na pierwszej pochodnej moga by¢ réwniez uzupetnione
o wyzsze pochodne czastkowe. W przypadku nieliniowych funkcji g, funkcje takie
przybliza si¢ za pomocg rozwiniecia w szereg Taylora, w ktérym w zaleznosci od
wymaganej doktadnosci wykorzystuje sie tylko pierwsze lub takze wyzsze pochodne
czastkowe.

Wiecej na temat miar wrazliwosci da poszczegdlnych grup instrumentéw finanso-

wych znalez¢ mozna na przyktad w pracy Jajugi (por. Jajuga (2000b)).

1.5. Znaczenie zmiennosci w nowoczesnej teorii

finansow

W tym podrozdziale zaprezentowany zostanie zwiazek koncepcji modelowania

i pomiaru ryzyka rynkowego za pomoca najpopularniejszej miary zmiennosci - od-
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chylenia standardowego stop zwrotu - z najpopularniejszymi zagadnieniami teorii i
praktyki wspotezesnych finanséw.

Gloéwny nacisk potozony zostanie na pokazanie konieczno$ci modelowania, a na-
stepnie prognozowania parametru zmiennosci. W opisanych bowiem ponizej koncep-
cjach wystepuje (nie zawsze w pelni u$wiadamiana) koniecznosé przyjecia okreslonego

modelu, a nastepnie formutowania prognoz zmiennosci.

1.5.1. Zmiennos$¢ a klasyczna teoria portfela

Proces konstrukcji portfela papierow wartosciowych mozemy podzieli¢ na dwa
etapy:
e wybor akcji do portfela,
e ustalenie struktury portfela.
W obydwu tych etapach, poza mozliwymi oczywiscie innymi rozwigzaniami, pomocna
moze by¢ klasyczna teoria portfelowa oparta na miarach dochodu, ryzyka i zaleznosci
pomiedzy poszczegdlnymi instrumentami.
W klasycznym modelu Markowitza zaktada sie, iz stopy zwrotu posiadaja wielo-
wymiarowy rozktad normalny (por. Markowitz (1952), Haugen (1996)).
Oczekiwana stopa zwrotu z portfela jest srednig wazong oczekiwanych stop zwrotu

z poszczegdlnych sktadnikow portfela:

rp = i’wﬂ“i, zn:wl = 1, (120)
i=1 1=1

Tp - oczekiwana stopa zwrotu z portfela,

n - liczba sktadnikéw portfela,
w; - udziat i-tego sktadnika w portfelu,
7; - oczekiwana stopa zwrotu z i-tego sktadnika.

Wariancja stopy zwrotu z portfela dana jest natomiast réwnaniem:
n n n n
2
sp = g E ww;cov;; = E g WW;s;Sipij, (1.21)
i=1 j=1 i=1 j=1

gdzie:
sp - odchylenie standardowe stép zwrotu z portfela,

s; - odchylenie standardowe stop zwrotu i-tego instrumentu,
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cov;j - kowariancja pomigdzy stopami zwrotu instrumentu i-tego i j-tego,
pij - korelacja pomiedzy stopami zwrotu instrumentu i-tego i j-tego.
Racjonalny inwestor ze zbioru mozliwosci (zbioru mozliwych do uzyskania port-
feli) wybiera jeden z portfeli lezacych na granicy efektywnej (por. np. Haugen (1996)).
Formalnie wybor takiego portfela odbywa sie poprzez poszukiwanie portfela (wyzna-
czanie udziatéow), ktéry gwarantuje zatozona oczekiwana stope zwrotu przy najmniej-

szym mozliwym do uzyskania ryzyku'?, co zapisa¢ mozna jako:

n n
i=1 j=1
przy ograniczeniach danych réwnaniami (1.20).
Metoda rozwiazania takiego zagadnienia zaprezentowana zostala np. w pracy Ja-

jugi, Kuziak, Markowskiego (por. Jajuga, Kuziak, Markowski (1997)).

Naturalnym uogolnieniem modelu jest dopuszczenie zmiennych w czasie parame-
trow modeli (por. rozdzial 2.) i analiza zmiennych w czasie wariancji oraz kowa-
riancji. Stosunkowo proste techniki modelowania oraz prognozowania miar zmienno-
Sci oraz kowariancji i korelacji (mogace znalezé zastosowanie w analizie portfelowej)
oparte sa na technikach wygtadzania wyktadniczego oraz jednorownaniowych mo-
delach GARCH (por. Hull (1999), Jorion (2001), w zakresie miar zmiennosci takze
rozdzial 3.). Przysztosé zwiazana zapewne jednak bedzie z wieloréwnaniowymi mode-
lami GARCH, ktore umozliwiaja modelowanie i prognozowanie tacznie catej macierzy
kowariancji oraz uwzglednienie wielu wystepujacych w szeregach stop zwrotu efektow,
takich jak, skupianie zmiennosci, ”efekt dzwigni” oraz dtuga pamieé¢ proceséw zmien-
nosci (por. rozdziat 2.). Jest to jednak zagadnienie na tyle skomplikowane (szczegdl-
nie przy probie modelowania zmian wiecej niz 3-4 instrumentéw naraz), iz trudno
liczy¢, iz znajdzie w najblizszym czasie akceptacje wsrod praktykow, rynek bowiem
odrzuca modele zbyt skomplikowanie i mato intuicyjne. Niemniej proby takiego opi-
sania wspotzaleznosci pomiedzy instrumentami i wykorzystania tego do zagadnienia

analizy portfelowej znaleZ¢é mozna w pracy Gouriéroux (por. Gouriéroux (1997)).

Drugim podejéciem jest poszukiwanie portfela, ktéry maksymalizuje oczekiwana stope zwrotu

przy zaakceptowanym poziomie ryzyka.
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1.5.2. Zmiennos$¢ a pomiar ryzyka metoda VaR

W podrozdziale tym przedstawiona zostanie szerzej koncepcja pomiaru ryzyka
metoda VaR. Glowny nacisk potozony zostanie na zwigzek tej miary z koncepcja
pomiaru ryzyka za pomoca miar zmiennosci. Przedstawione zagadnienie obejmowac
bedzie jedynie pomiar VaR metoda wariancji-kowariancji. Szczegdty na temat innych
podej$¢ znalezé mozna w pracach Besta (por. Best (2000)) i Joriona (por. Jorion
(2001)).

Zgodnie z przyjeta definicja (por. str. 34):

P(Wp < Wy —VaR) = a. (1.23)

Zaktadajac, iz warto$¢ inwestycji W na koncu rozpatrywanego horyzontu jest zmienna
losowa o dystrybuancie Fyy,.(+), wyrazenie (W — VaR) jest kwantylem rozktadu war-

tosci inwestycji dla prawdopodobienstwa «, co zapisujemy:
iyt (a) = Wy — VaR. (1.24)

Nietrudno wykazac, iz odpowiadajace prawdopodobienstwu o kwantyle rozktadow

stop zwrotu wynosza odpowiednio:

e dla prostej stopy zwrotu:
F‘;/; (Oé) — WO

Pﬂ@:——ﬁ?—ﬂ (1.25)

e dla logarytmicznej stopy zwrotu:
. Fyy (@)
%%@:m<7%—. (1.26)

Laczac wzory (1.25), (1.26) ze wzorem (1.24) otrzymujemy wyrazenia uzalezniajace

wielko$¢ VaR od kwantyla rozktadu stop zwrotu:

e dla prostej stopy zwrotu:

VaR = —F ()W, (1.27)

e dla logarytmicznej stopy zwrotu:

VaR = (1 —exp(Fy'(a))) Wo. (1.28)
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Sa to wyrazenia ogdlne, a odpowiednie kwantyle rozktadéw stép zwrotu mozna
wyznaczy¢ poprzez metody historyczne, sumulacyjne, czy poprzez dopasowanie roz-
ktadow stép zwrotu (np. rozktadu normalnego, rozktadu a-stabilnego, czy rozktadu
wartosci ekstremalnych), czy odpowiednie modele szeregdéw stop zwrotu (por. rozdz.
2.).

W ramach dwéch ostatnich podejsé mozemy wyr6znié tzw. (por. Mc Neil (1999)):

e statyczng analize ryzyka, w ktérej odpowiedni kwantyl jest funkcjg staltej w cza-
sie éredniej i odchylenia standardowego rozktadu (przy zalozeniu, ze rozktad
posiada skonczona wariancje). Dla kwantyla stopy zwrotu mozna to zapisaé

w postaci:

FYa) = p— co, (1.29)

gdzie:

i - Srednia rozktadu,
o - odchylenie standardowe rozktadu,

¢ - stata zalezna od postaci rozktadu stop zwrotu oraz poziomu tolerancji

VaR |

e dynamiczng analize ryzyka, w ktérej postugujemy sie¢ warunkowym kwantylem
rozktadu stop zwrotu, bedacym funkcja warunkowej wartosci oczekiwanej i wa-
runkowego odchylenia standardowego, ktorych postac zalezy od przyjetego

modelu szeregu stép zwrotu (por. rozdz. 2):
FYa) = p; — coy, (1.30)
gdzie:

- warunkowa oczekiwana stopa zwrotu wyznaczana w chwili ¢ na podstawie
przyjetego modelu oraz informacji dostepnej w chwili (¢-1),
o, - warto$¢ warunkowego odchylenia standardowego stop zwrotu w chwili
t wyznaczana na podstawie przyjetego modelu oraz informacji dostepnej
w chwili (#-1),
¢ - stala zalezna od postaci warunkowego rozktadu gestosci stép zwrotu oraz

poziomu tolerancji VaR.

W podejsciu statycznym, przy zatozeniu stato$ci parametrow modelu w czasie,
warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe rozktadu stép zwrotu, z ktorego po-

chodza kolejne obserwacje sa state i nie zaleza bezposrednio od zrealizowanych we
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wczesniejszych podokresach stép zwrotu. W tym kontekscie jest to podejscie oparte
na bezwarunkowej wartosci oczekiwanej oraz na bezwarunkowym odchyleniu standar-
dowym. W podejéciu dynamicznym, zaktada sie, iz w modelu wartosci oczekiwanej
i/lub wariancji stop zwrotu oprocz statych w czasie parametréw modeli wystepuja
sktadniki zalezne od wartosci zrealizowanych wczesniej stop zwrotu. W zakresie mo-
delowania wartosci oczekiwanej wykorzystuje sie najczesciej modele z klasy ARMA
(por. rozdz. 2.8.), a w zakresie modelowania zmiennej w czasie wariancji procesu -
modele klasy GARCH (por. rozdz. 2.9.2.). Wyznaczanie wartosci oczekiwanej lub wa-
riancji w kolejnym podokresie wymaga w tym przypadku informacji o zrealizowanych
w przesztosci stopach zwrotu. W tym znaczeniu prowadzi to do pojecia warunkowej
wartosci oczekiwanej oraz warunkowej wariancji. Pojecia te zostang jednak wprowa-

dzone w sposéb formalny w rozdziale 2.

W ogélnej postaci dla modelu VaR opartego na prostych stopach zwrotu otrzy-

mujemy w przypadku podejscia dynamicznego:
VaR = (coy — )Wy (1.31)

Metoda ta pozwala uwzglednié¢ typowe wtasnosci obserwowane w szeregach stop

zwrotu, takie jak: autokorelacja, zmienna w czasie wariancja, grube ogony rozktadow.

Niezaleznie od przyjetego podejscia, powyzsze metody szacowania wielko$ci war-
tosci zagrozonej wymagaja prognozowania czy to bezwarunkowego, czy warunkowego
odchylenia standardowego stop zwrotu.

Prezentowane podejscie mozliwe jest do zastosowania w odniesieniu zaréwno do
pojedynczych instrumentow, jak i do portfela instrumentow. Zagadnienie pomiaru
ryzyka portfeli wymaga jednak przyjecia szeregu zatozen upraszczajacych (np. stato-
Sci zaleznosci pomiedzy sktadnikami portfela (por. podrozdz. 1.5.1.), oraz korzystania
z wielokrotnie bardziej skomplikowanych modeli wielor6wnaniowych (por. Gouriéroux
(1997), Tsay (2002)). Zawsze mozna oczywiscie potraktowaé portfel jako calos¢ i mo-

delowaé stopy zwrotu z catosci portfela.

W niniejszej pracy rozwazania ograniczone zostang jedynie do modelo-
wania i prognozowania ryzyka pojedynczego instrumentu.

W rozdziale 2 zaprezentowane zostana techniki modelowania odpowiednio warun-
kowej wartosci oczekiwanej i warunkowej zmiennosci, a takze zaprezentowane zostang,

mozliwe do wykorzystania rozktady warunkowe. Odpowiednie techniki prognozowa-
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nia zmiennosci na podstawie modeli zaprezentowanych w rozdziale 2 przedstawione
zostana w rozdziale 3. W rozdziale 4 zaprezentowany zostanie natomiast przyklad
wykorzystania dynamicznych modeli stop zwrotu do prognozowania zmiennosci i wy-
znaczania miary VaR. Zbadana zostanie przydatnos¢ réznych modeli w zaleznosci
od przyjetych rozwiazan w zakresie modelowania $redniej, zmiennosci, warunkowych

rozktadow stop zwrotu i przede wszystkim przyjetego poziomu tolerancji VaR.

1.5.3. Zmiennos¢ a modele wyceny opcji

Chec¢ opracowania jak najlepszego modelu wyceny opcji byta niewatpliwie znaczna
sitg napedowa rozwoju modeli zmienno$ci instrumentéw finansowych i technik pro-

gnozowania.

Najprostszym i jednoczesnie najpopularniejszym modelem wyceny opcji europej-
skiej pozostaje model Blacka-Scholesa-Mertona (por. Black, Scholes (1973)) wraz
z jego uogdlnieniami dla innych prostych instrumentéw bazowych (por. Haug (1998)).

U podstaw modeli z klasy Blacka-Scholesa-Mertona lezy szereg zatozen (por. np.
Black, Scholes (1973), Wilmott (1999)), z ktérych najwazniejszym jest, z punktu wi-
dzenia tej pracy, zalozenie, iz proces ceny instrumentu bazowego, na ktéry wystawiona
jest opcja, jest geometrycznym ruchem Browna (por. str. 61) ze stalym parametrem

dryfu i zmienno$ci.

Uogolniona wersja modelu Blacka-Scholesa stuzaca do wyceny europejskiej opcji
kupna wystawionej na akcje, akcje spotek wyptacajacych w sposéb ciggly dywidende,
kontrakty futures i kurs waluty przedstawia sie nastepujaco (por. Haug (1998)):

c=8e"ITN(dy) — Xe "TN(dy). (1.32)
Natomiast dla europejskiej opcji sprzedazy prawdziwa jest rownos¢:
p=Xe "IN(=dy) — Se® T N(—dy), (1.33)

gdzie:

dy = () tg; %> T, dy = () <b _ 7) T, (1.34)

¢ — wartos¢ europejskiej opcji kupna,
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p — wartos¢ europejskiej opcji sprzedazy,

S — aktualna cena spot instrumentu bazowego,
X — cena wykonania opcji,

r  — wolna od ryzyka stopa procentowa (w skali roku),

T - czas pozostajacy do wygasniecia opcji (wyrazony w latach),

o — parametr zmiennosci, odchylenie standardowe stop zwrotu instrumentu bazo-

wego (w skali roku),
b — stopa cost-of-carry,

N(-) — wartosé dystrybuanty standaryzowanego rozktadu normalnego.

Jesli b bedzie réwne nizej wymienionym wartosciom, to réwnania (1.32) i (1.33)

przedstawiaja odpowiednio:

b = r - model Blacka-Scholesa (1973) wyceny opcji wystawionej na akcje (portfele
akcji) sp6tki nie wyplacajacej dywidendy,

ob = r—q - model Mertona (1973) wyceny opcji wystawionej na akcje (portfel akcji)
spotek wyptacajacych dywidende w sposéb ciagly (g - stopa dywidendy),

b = 0 - model Blacka (1976) wyceny opcji wystawionej na kontrakty futures,

ob = r —r; - model Garmana-Kohlhagena (1983) wyceny opcji wystawionej na kurs

waluty (r; jest zagraniczng wolna od ryzyka stopa procentows).

W najprostszej wersji modelu Blacka-Scholesa, cena opcji zalezy od 5 czynni-
kow. Sposréd tych czynnikow tylko cena wykonania nie ma charakteru dynamicznego
i pozostaje stata przez caly czas waznosci instrumentu. Pozostate czynniki w rzeczy-
wistosci zmieniaja sie w czasie (pomimo, ze u podstaw modelu lezy zatozenie zaréwno
o statosci stop procentowych, jak i parametru zmiennosci), lecz wszystkie poza para-

metrem zmienno$ci (volatility) sa tatwe do okreslenia.

Parametr zmienno$ci traktowany jest w modelu jako znany i staly w czasie, a ozna-
cza prognoze zmiennosci w terminie do wykupu opcji (odpowiednio przeskalowana na
okres roczny). Merton wykazatl, ze o ile tylko wariancja instrumentu bazowego jest
deterministyczng funkcja czasu, moze by¢ ona zadana w modelu Blacka-Scholesa po-
przez jej $rednig wariancje w okresie do wykupu (por. Merton (1973)). Hull i White
wykazali, iz ta wlasnos¢ prawdziwa jest takze w przypadku pewnych modeli stocha-

stycznej zmiennosci (por. Hull, White (1987)). Nie zmienia to faktu, iz konieczne jest
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prognozowanie parametru zmiennosci na podstawie modeli szeregdéw czasowych, czy

oszacowan rynkowych (por. rozdz. 3.)

Model Blacka-Scholesa jest modelem popularnym, nie jest jednak pozbawiony
wad. Ze wzgledu na nierealistyczne zalozenia, cechuje sie szeregiem obciazen (por.
Hull (1999)) w stosunku do cen rzeczywiscie obserwowanych na rynku. Model ten
generuje tzw. efekt usmiechu zmiennosci”, czyli zle wycenia opcje nie bedace at-the-
money (por. rozdz. 3.) oraz przy zalozeniu statosci zmiennosci w czasie nie uwzglednia
roznic w wycenie opcji o réznych terminach wygasniecia, wynikajacych np. z powrotu
zmiennosci do dlugoterminowej sredniej zmiennosci.

Odpowiedzia bylo powstanie szeregu modeli wyceny opcji, u podstaw ktérych
znajduja sie odmienne modele zmian cen instrumentu bazowego. Rozpatruje si¢ za-
rowno modele z czasem ciggltym, jak i dyskretnym, modele o postaci analitycznej
wzoru na warto$¢ opcji, jak i modele, ktore wykorzystuja najczesciej procedury Monte
Carlo. W zaleznosci od stopnia skomplikowania, modele te umozliwiaja uwzglednienie

sefektu usmiechu zmiennosci” lub ,struktury czasowej”, lub obu tych efektéw razem.

Szeroki przeglad modeli wyceny opcji znalezé mozna w pracach Batesa (por. Bates
(1996), (2002)), Musieli i Rutkowskiego (por. Musiela, Rutkowski (1998)), Hauga
(por. Haug (1998)), Werona i Werona (por. Weron i Weron (1998)), Wilmotta (por.
Wilmott (1999)), Hafnera i Herwartza (por. Hafner i Herwartz (1999)).

Z punktu widzenia tej pracy, najistotniejszym modelem pozwalajacym wyceni¢
opcje z uwzglednieniem specyficznych wtasnosci szeregdéw stép zwrotu (autokorela-
cji, skupiania wariancji, efektu dZzwigni) jest model wprowadzony przez Duana (por.
Duan (1995)), ktéry umozliwia uwzglednienie zaréwno efektu ,,u$miechu zmiennosci”,
jak i powrotu zmiennosci do dtugoterminowej $redniej (,struktury czasowej zmienno-
sci”). Niezbedne modele warunkowej wartosci oczekiwanej oraz warunkowej wariancji
przedstawione zostang w rozdziale 2., a przyktad empiryczny zastosowania uogélnio-

nego modelu Duana w rozdziale 4.
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Rozdzial 2.

Modelowanie cen i1 zmiennosci

W procesie zarzadzania ryzykiem finansowym, analizie podlegaja zaréwno szeregi
czasowe cen', jak i szeregi czasowe parametru zmiennosciZ.

Modelowania zmiennosci nie mozna oddzieli¢ od modelowania poziomow cen, czy
stop zwrotu, gdyz obydwa te modele tacznie decyduja o jako$ci dopasowania danych
empirycznych do modelu (modeli).

Rozwazania na temat modelowania zmiennosci instrumentéw finansowych rozpo-
czac¢ nalezy od zagadnien zwiazanych z modelami zmian cen poszczegdlnych instru-
mentow. Poczatkowo rozwazania ograniczone zostang do zmian cen akcji, indeksow
akcji, towaréw oraz walut, a nastepnie rozszerzone zostana na zmiany stép procen-
towych. Przedstawiony zostanie prosty model opisujacy zmiany stop zwrotu, ktory

w dalszej czedci rozdziatu konsekwentnie bedzie uogélniany.

Na wstepie warto jednak rozpoczac¢ od przedstawienia podstawowych poje¢ zwia-

zanych z modelowaniem.

2.1. Modelowanie - podstawowe koncepcje

Zgodnie z definicja zawarta w ,,Stowniku wyrazéw obcych” (por. Kaminiska-Szmaj
(2001)):

LCzesto wyréznia sie $cislej szeregi czasowe stop zwrotu, choé mozna si¢ zgodzié, iz analize tych
szeregdw mozna utozsami¢ z analiza odpowiednio przeksztalconych szeregéw cen.
2W przeciwienstwie do szeregéw cen, czy stép zwrotu, modelowany parametr zmiennoéci jest

zmienng nie obserwowalna wprost, co znacznie utrudnia jego analize.
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Definicja 2.1.

Modelowanie - to przyblizone odtwarzanie najwazniejszych wtasciwosci oryginatu,
ktorego celem jest uproszczenie ztozonej rzeczywistosci pozwalajgce na podda-
nie jej procesowi badawczemu, obserwacji, tatwiejszemu zrozumieniu, progno-

zowaniu itp..

Przez model rozumie¢ mozna wiec zaleznosci opisujace zjawisko fizyczne albo eko-
nomiczne (model matematyczny) lub mozliwie mato skomplikowany, uktad wzgled-
nie odosobniony, dziatajacy analogicznie do oryginatu, ktérym moze by¢ istota zywa,
maszyna, zaklad przemystowy (model cybernetyczny) (por. Soderstrém i Stoica
(1997)).

W obszarze zainteresowan tej pracy znajduja si¢ z oczywistych powodéw wytacz-
nie modele matematyczne.

Wyrdznia si¢ dwa sposoby konstruowania modeli matematycznych:

e modelowanie analityczne, w ktorym dynamike zjawisk lub procesu wyprowadza

sie najczesciej na podstawie praw okreslonej nauki (fizyki, chemii, ekonomii),

e identyfikacje systemow, w ktorej po poddaniu systemu szeregowi doswiadczen,
dobiera sie parametry modelu w taki sposob, aby model jak najlepiej pasowat

do danych empirycznych. Jest to podejscie czysto eksperymentalne.

Poniewaz w obszarze ekonomii, nie mozna moéwi¢ o zaleznosciach tak Scistych
jak w szeroko rozumianej fizyce, jedyna analizowang metodg beda wybrane modele

ekonometryczne w ramach identyfikacji systemow.

Definicja 2.2.

Model ekonometryczny - jest konstrukcja formalng, przedstawiajaca za pomoca
jednego rownania lub uktadu rownan stochastyczng zalezno$é¢ wyrdznionego
zjawiska (ekonomicznego) od innych zjawisk je objasniajacych (w tym od prze-

sztych pozioméw samego analizowanego zjawiska) (por. Pawtowski (1978)).

Modele ekonometryczne posiadaja odmienne cechy niz uzyskane w procesie mo-
delowania matematycznego. Ich stosowalnos¢ nie jest tak ogélna i wykorzystuje sie

je jedynie w sposob ograniczony do okreslonego zjawiska. Nie zawsze wyjasniaja one
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istote procesu, gdyz parametry modeli nie zawsze posiadaja bezposrednia interpreta-
cje ekonomiczna, a stuza jedynie do uzyskania satysfakcjonujacej zgodnosci modelu
z danymi eksperymentalnymi.

Istnieje wiele podziatéw klasyfikacyjnych modeli (por. Box i Jenkins (1983), Paw-
towski (1978), Soderstrém i Stoica (1997)). Mozliwy i zapewne niekompletny jest

podzial na:

e modele deterministyczne i stochastyczne,

e modele dynamiczne i statyczne,

e modele jednoréwnaniowe i wielorownaniowe,

e modele liniowe i nieliniowe,

e modele z mozliwymi zmiennymi egzogenicznymi i/lub endogenicznymi,

e modele z czasem dyskretnym lub ciggtym,

e modele z sygnatem wyjsciowym ciggtym lub dyskretnym.
Wszystkie z wymienionych podzialéw sa niezalezne od siebie i moga pojawia¢ sie
w praktycznie dowolnych kombinacjach.
Powyzszy podzial oméwiony zostanie w kontekécie modeli cen i stop zwrotu oraz

parametru zmiennosci.

Modele deterministyczne i stochastyczne
Sposrod wielu mozliwych podzialéw modeli opisujacych zmiany cen na rynkach
finansowych rozwaza si¢ przede wszystkim podejscia, wedtug ktérych ceny (a tym

samym stopy zwrotu) instrumentéw finansowych zmieniaja sie w sposob:

e deterministyczny,

e stochastyczny.

W konsekwencji tego, sposrod réznych koncepcji opisu szeregéw cen lub stop zwrotu,
rozwaza sie najczesciej:

e modele wywodzace sie z teorii chaosu deterministycznego,

e modele wywodzace sie przede wszystkim ze stochastycznych réwnan roz-

niczkowych lub réznicowych.

Modele chaosu deterministycznego dotarty do wspotezesnych finanséw za posred-
nictwem fizyki i po okresie szerokiego zaintersowania i fascynacji takimi pojeciami jak
chaos i fraktale (por. np. Peters (1991)) ich popularnosé zdecydowanie zmalata, szcze-
goblnie, ze osiggane wyniki pozostaja dos¢ kontrowersyjne i trudne do interpretacji.
7 tych dwoch podejsé zdecydowanie czesciej wykorzystuje sie wiec podejécie oparte

na procesach stochastycznych. Konstruuje si¢ zasygnalizowane wcze$niej ekonome-
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tryczne modele stochastyczne, ktore pozwalaja wyznaczy¢ jedynie prawdopodobien-
stwo, ze w wyniku obserwacji danego zjawiska zaobserwujemy wartosé¢ z okreslonego
przedziatu liczbowego, gdyz wynik jest zmienng losowa o okreslonym rozktadzie. Ko-
responduje to z szeroko rozpowszechnionym przekonaniem, iz zmiany cen sg w duzym
stopniu nieprzewidywalne, cho¢ mozna dopatrzy¢ sie wielu stochastycznych zalezno-
Sci, modelowaniu ktérych poswiecona zostanie dalsza czesé rozdziatu.

W dalszej czesci pracy rozwazane bedzie podejécie oparte jedynie na metodologii
procesow stochastycznych i to dos¢ specyficznej klasy.
W stosunku do modeli zmiennosci, rozpatrywane beda zaréwno modele zmienno$ci
oparte na modelach deterministycznych, jak i stochastycznych. Gtéwny nacisk poto-

zony bedzie jednak na znacznie bardziej popularne modele deterministyczne.

Modele statyczne i dynamiczne

Jesli w modelu wykorzystuje sie jedynie wartosci zmiennych objasniajacych i ob-
jasnianych z tej samej chwili, to model nazywa sie statycznym. Natomiast, gdy w mo-
delu wystepuja zmienne objasniajace i objasniane opdznione w czasie, to jest to model
dynamiczny.
Proste modele stép zwrotu (o stalych parametrach) sa w tym znaczeniu modelami
statycznymi, jednak nie umozliwiaja one modelowania obserwowanych wtasnosci sze-
regow finansowych. W niniejszej pracy w miejsce modeli statycznych wprowadzane
bedg modele dynamiczne i to zarowno w zakresie modelowania wartosci oczekiwanej

stop zwrotu, jak i oczekiwanej wariancji procesu.

Modele jednoréwnaniowe i wieloré6wnaniowe

Za modele jednoréwnaniowe uznaje sie te, w ktérych do opisu zmian zmiennej
objasnianej wystarczy jedno réwnanie. W konsekwencji tego podziatu, wszystkie mo-
dele opisujace osobnymi rownaniami oczekiwang stope zwrotu oraz wariancje stop
zwrotu, uznawane moga by¢ za modele wieloréwnaniowe. Jednak o ile przyjmie si¢
zatozenie, ze model oczekiwanej stopy zwrotu oraz model zmiennej w czasie wariancji
to osobne modele, wtedy mozna wiekszo$¢ z rozpatrywanych modeli uznaé¢ za modele
jednoréwnaniowe. Modelami wielorownaniowymi sa wedtug tej konwencji jedynie mo-
dele stuzace do opisu powigzanych zachowan zbioru instrumentéw finansowych, np.

powiazan kowariancyjnych pomiedzy np. indeksami réznych rynkéw.

Modele liniowe i nieliniowe

Model nazywany jest liniowym, gdy zmienna objasniana zalezy w sposob liniowy
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od zmiennych objasniajacych. W przeciwnym razie model uznaje si¢ za nieliniowy.
Modele opisujace warunkows wariancje stop zwrotu w zaleznosci od skomplikowania,
moga by¢ zarowno modelami liniowymi, jak i nieliniowymi. Przewazaja jednak modele

liniowe.

Modele ze zmiennymi egzo- i/lub endogenicznymi

Potencjalnymi zmiennymi objasniajacymi finansowych szeregéw czasowych (stop
zwrotu i zmiennosci) moga by¢ odpowiednio zidentyfikowane zmienne egzogeniczne,
na przyktad poziomy stop procentowych, kursy walut, towaréw, rozne zmienne makro-
ekonomiczne (zalezy to od analizowanego instrumentu). Wszelkie informacje, ktére
nie zostaly wprowadzone do modelu przez zmienne egzogeniczne, agreguje sie i wpro-
wadza do modelu jako sktadnik losowy (zaklécenie). Czesto zaklada sie réwniez, iz
zmienne egzogeniczne nie wystepuja w modelu i wprowadza sie opdznione zmienne en-
dogeniczne. Ta sytuacja jest najczesciej rozpatrywana w ramach modeli finansowych

szeregbw czasowych, zaréwno stop zwrotu, jak i zmiennosci.

Modele z czasem dyskretnym lub cigglym

Modele z czasem dyskretnym opisuja zmienng objasniang w wybranych punk-
tach czasu. W celu utatwienia analiz, przyjmuje sie, ze punkty te sa réwno odlegte
na osi. Modele z czasem ciaglym opisujg zas zmienng objasniang w kazdym punkcie
czasu. W finansowych szeregach czasowych wystepuje nieciggla o$ czasu, co zwiazane
jest z faktem, ze ceny podawane sa co okreslony przedzial czasu. NajczeSciej wyste-
pujacymi szeregami czasowymi sa szeregi cen zamkniecia w danym dniu sesyjnym,
cho¢ oczywiscie zdarzaja sie tez dane o innych czestotliwosciach. Szczegdlnie w ostat-
nim okresie obserwuje sie wzrost zainteresowania szeregami, w ktorych horyzont stop
zwrotu jest mniejszy niz minuta (por. Jajuga (1999b)). Nie zmienia to jednak faktu,
ze sa to nadal szeregi z czasem dyskretnym. Modele z czasem cigglym moga mie¢
natomiast ciekawe wtasnosci matematyczne (mozliwosé wykorzystania aparatu roz-
niczkowego 1 catkowego) umozliwiajace analize zagadnien, ktorych opis w odniesieniu
do czasu dyskretnego jest bardziej skomplikowany. Z punktu widzenia zagadnien fi-
nansowych, modele z czasem ciagltym znalazty szczegdlne zastosowanie przy wycenie
opcji (por. Black, Scholes (1973), Weron i Weron (1998)). Jednak od kilku lat dzieki
rozwojowi aparatu matematycznego umozliwiajacego wycene opcji modelami czasu
dyskretnego umozliwiajagcymi uwzglenienie skomplikowanych zaleznosci wystepuja-
cych w rzeczywistych szeregach finansowych, takich jak autokorelacja i efekt zmien-

nej w czasie wariancji procesu (por. np. Hafner i Herwartz (1999)), znaczenie modeli
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2.1. Modelowanie - podstawowe koncepcje

z czasem ciggltym relatywnie spadto. Modele z czasem dyskretnym sa tez przede

wszystkim prostsze w intuicyjnym zrozumieniu.

Modele zmiennych cigglych i dyskretnych

Gdy zmienna objasniana moze przyjmowac jedynie wartosci z przeliczalnego (skon-
czonego lub nieskoriczonego) zbioru dopuszczalnych wartosci, to jest to model zmien-
nej dyskretnej. W przeciwnym przypadku, gdy zaktada si¢ nieprzeliczalny zbior war-
tosci zmiennej objasnianej, jest to model zmiennej ciaglej. Ze wzgledu na specyfike
notowan, polegajaca na podawaniu ceny instrumentéw finansowych z pewng okre-
slona, zalezng od poziomu ceny, doktadnoscia, naturale wydawaloby si¢ przyjecie
modeli dyskretnych. Jednak komplikacje przy analizie takich modeli wzrastaja na
tyle, ze przyjmuje sie, iz zaréwno ceny, jak i stopy zwrotu moga przyjmowaé do-
wolne wartosci. Przyjecie takiego zatozenia znacznie upraszcza analize nie wnoszac

znaczacego btedu.

Wedhig powyzszej klasyfikacji, w niniejszej pracy wykorzystywane beda modele:

e stochastyczne w zakresie modelowania stoép zwrotu oraz deterministyczne
i stochastyczne w zakresie modelowania parametru zmiennosci,

e dynamiczne,

e jednoroéwnaniowe w stosunku do modelowania stop zwrotu oraz modelo-
wania zmiennosci,

e liniowe i nieliniowe,

e jedynie ze zmiennymi endogenicznymi,

e 7 czasem dyskretnym i cigglym,

e 7 ciagla zmienng objasniana.

Zgodnie z przedstawionymi definicjami, celem tego rozdziatu bedzie proba prze-
krojowego przedstawienia mozliwych modeli opisu zmian cen lub stép zwrotu in-
strumentow finansowych. Wyszczegélnione modele postuza w kolejnym rozdziale do
przedstawienia technik prognozy parametrow proceséw, a te z kolei, do zarzadzania

ryzykiem na rynkach finansowych.
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2.2. Procesy stochastyczne

2.2. Procesy stochastyczne

Zaktadajac stochastyczny charakter zmian cen oraz decydujac sie na modelowanie
zmian cen za pomoca procesOw stochastycznych, niezbedne wydaje sie wprowadzenie
podstawowych ogdlnych wiadomosci o procesach stochastycznych.

Aby jednak formalnie zdefiniowa¢ proces stochastyczny nalezy wprowadzi¢ weze-

$niej podstawowe pojecia probabilistyczne (por. np. Gajek i Katuszka (2000)).

Definicja 2.3.
Przestrzenia probabilistyczng - nazywamy tréjke uporzadkowana {E, B, P},
gdzie?:

E - zbior zwany przestrzenia wynikow doswiadczenia lub przestrzenia zdarzen
elementarnych; elementy e € E tego zbioru sa nazywane wynikami do-

Swiadczenia lub zdarzeniami elementarnymi.

B - rodzina podzbioréw (niekoniecznie wszystkich) zbioru E, zwanych zdarze-

niami losowymi lub krétko zdarzeniami i tworzacych sigma ciato.

P - jest funkcja odwzorowujaca zbior B w zbior liczb rzeczywistych z przedziatu

domknietego [0, 1], spelniajaca aksjomaty:

* Nsges 0<P(3) <1,

e P(E)=1,

e jest sigma addytywna, tzn. dla kazdego przeliczalnego zbioru
{f,} € B zdarzen parami roztacznych (speliajacych warunek
B; N B; =0 dlai# j), zachodzi réwnosé:

P (Uﬁn> => P(B). (2.1)

Funkcja P wyznacza na zbiorze B miare prawdopodobienstwa.
Zbiér E wynikow doswiadczenia mozna odwzorowac zgodnie z pewng reguta w zbior
liczb rzeczywistych. Operacja taka okresla zmienng losowa rzeczywista, ktorej for-

malna definicja jest nastepujaca:

3Przestrzen probabilistyczna jest w rachunku prawdopodobiehstwa pojeciem aksjomatycznym.
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2.2. Procesy stochastyczne

Definicja 2.4.
Zmienng losowg rzeczywistg - nazywamy funkcje £ : E — R odwzorowujaca
przestrzen zdarzen elementarnych w zbior liczb rzeczywistych i spetniajaca wa-

runki:

o N\, €:&(e) <z eB,
tzn. dla kazdej liczby = € R zbiér zdarzen elementarnych, dla ktorych

zachodzi £(e) < x jest zdarzeniem, czyli elementem ciala B,

o P(e:¢(e) = —o0) =P(e:{(e) = o0) =0.

Wartosci zmiennej losowej nazywane sg realizacjami.
Dysponujac pojeciem przestrzeni probabilistycznej i zmiennej losowej mozna zde-

finiowa¢ proces stochastyczny.

Niech {E, B, P} bedzie przestrzenia probabilistyczna, a T niepustym podzbiorem
zbioru liczb rzeczywistych T € R.

Deftinicja 2.5.
Procesem stochastycznym rzeczywistym - nazywamy funkcje £ : E x T — R
taka, ze dla kazdego ustalonego t € T funkcja & : E — R jest zmienng losowa

rzeczywista okreslong na zbiorze zdarzen elementarnych E przestrzeni probabi-
listycznej {E, B, P}.

Proces stochastyczny jest wiec funkcjg dwoch zmiennych e € Eit € T. Kazdemu
zdarzeniu elementarnemu e i kazdemu punktowi t zostaje przyporzadkowana liczba
rzeczywista £(e,t). Zmienna t traktowana jest najczesciej jako zmienna czasowa, a

zbiér T' nazywany jest zbiorem okreslonosci procesu.

Proces stochastyczny mozna interpretowac¢ na roézne sposoby:

e jesli ustalone zostanie zdarzenie elementarne e, to proces stochastyczny staje si¢
deterministyczna funkcjg czasu. Funkcja taka nazywana jest realizacjg pro-

cesu stochastycznego.

e jesli ustalona zostanie chwila ¢ € T, to mamy do czynienia ze zmienng losows

okreslang jako wartos$¢ procesu stochastycznego w chwili .
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e jesli ustalone zostanie zaréwno zdarzenie e € E i chwila ¢ € T, to okreslona

zostaje liczba rzeczywista (wartosé w chwili ¢ konkretnej realizacji procesu).

Wazne jest pojeciowe rozrdznienie procesu stochastycznego i obserwowanego sze-
regu czasowego. Za szereg czasowy {1, Ts,...,xy} ztozony z N kolejnych obserwa-
¢ji, uwaza sie wiec realizacje z nieskonczonej populacji takich szeregéw czasowych,
ktore moga by¢ generowane przez proces stochastyczny. W odréznieniu np. od fi-
zyki, w ekonomii dysponuje si¢ jedynie pojedynczymi realizacjami danych procesow
stochastycznych (jedna realizacja cen konkretnego indeksu, waluty lub stopy procen-
towej). Oznacza to najprosciej méwiac, ze eksperyment w naukach ekonomicznych

jest niepowtarzalny, co utrudnia analize szeregéw czasowych.

2.3. Modele czasu ciagglego - procesy Ito

Podstawowym rozwiazaniem w zakresie modelowania zmian cen instrumentow
finansowych w czasie ciggltym pozostaje niewatpliwie podejscie zaktadajace rozwaza-
nie stochastycznych réwnan rézniczkowych (lub powiazanych z nimi réwnan réznico-

wych), ktére sg funkcjami o postaci®:
dX(t) = a(X,t)dt + b(X,t)dB(t), (2.2)
gdzie:
t - czas,

X(t) - warto$¢ modelowanej zmiennej w chwili ¢. W dalszej czesci pracy, podczas
rozpatrywania szeregow dotyczacych konkretnych instrumentéw, wprowadzone
zostang standardowe oznaczenia pozwalajace odrozni¢ szeregi cen akcji, indek-

sow, walut, towaréw od poziomoéw stop procentowych.
a(X,t), b(X,t) - stale lub funkcje zalezne od czasu oraz poziomu procesu,

dB(t) - rozniczka stochastyczna procesu Browna.

4W tym miejscu analizowane sa modele najprostsze, jednoréwnaniowe, o jednym zrédle losowosci,
co wyklucza w tym przypadku analize modeli klasy ARCH (por. podrozdzial 2.9.). Wigkszos$é modeli
z klasy ARCH mozna przedstawi¢ w granicy dla czasu ciaglego, ale juz jako dwuréwnaniowe modele

dyfuzji.
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Sa to procesy okreslane mianem proceséw dyfuzji.

Parametry a(Xy,t) i b(X;,t) musza dodatkowo spelnia¢ warunki:

P (/Ot la(Xo, u)|du < oo) =1, (2.3)

P (/Ot(b(Xu,u))2du < oo) =1 (2.4)

Warunkiem poczatkowym réwnania (2.2) jest X (0) = X.

Procesy o powyzszej postaci okreslane sg procesami It6.

W dalszej czesci pracy rozwazane beda wtasnie procesy It oraz ich uogolnienia.

Po prawej stronie réwnania (2.2) wyrézni¢ mozemy czynnik deterministyczny
(a(X,t)dt) oraz czynnik odpowiedzialny za losowy charakter zmian cen (b(X, t)dB(t)).
Zanim przedstawione zostanag najczesciej spotykane postaci funkeji a(Xy,t) oraz
b(Xy,t) przedstawiona zostanie idea rézniczki stochastycznej odpowiedzialnej za lo-
sowy czynnik w modelu. Kluczowa role w procesie [t0 odgrywa wtasnie rézniczka

stochastyczna dB(t) procesu B(t) zwanego standardowym procesem Browna®.

Definicja 2.6.
Procesem ruchu Browna - nazywa sie proces stochastyczny {B(t), t €< 0,00},

ktory spelia nastepujace whasnoscei:

1. P(B(0)=0) =1,

2. dla dowolnych chwil: 0 < ¢y < t; < ... < t,, przyrosty B(t;) — B(to),
B(ty) — B(ty), ..., B(t,) — B(t,_1) sa niezalezne®.

3. Dla dowolnych chwil ¢ i at > 0 przyrost B(t+at)— B(t) ma rozktad normalny,
ktorego parametry sa nastepujace:
E[B(t + at) — B(t)] = upat, pp- to stala rzeczywista,
E[(B(t + at) — B(t))’] = 0%at, 0% - stata dodatnia.

Stata up nazywa sie wspolczynnikiem przenoszenia i utozsamia z dryfem, nato-

miast 0% jest wariancja procesu.

®Zamiennie spotyka sie réwniez nazwe standardowy proces Wienera (por. Neftci (1996)).
6Definicje niezaleznosci proceséw stochastycznych znalezé mozna np. w pracy Sobczyka (por.

Sobezyk (1996))
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2.3. Modele czasu ciagtego - procesy Ito

Najczesciej w modelowaniu wykorzystuje sie jednak szczegdlny przypadek procesu

(ruchu) Browna, tzw. standardowy (standaryzowany) proces Browna.

Definicja 2.7.
Standardowym procesem Browna - nazywa sie proces okreslony definicja (2.6.),

dla ktérego pup = 0 oraz 0% = 1.

Roézniczke stochastyczna dB(t) uzyskuje sie z przyrostow standaryzowanego pro-

cesu Browna, gdy at — 0.

Podstawowe wtasnosci standardowego procesu Browna sg nastepujace
(por. np. Weron i Weron (1998)):

1. B(t) ma prawie wszystkie realizacje ciagte,

2. prawie wszystkie realizacje B(t) sa nierdzniczkowalne dla kazdego punktu czasu,
3. B(t) jest procesem o przyrostach stacjonarnych i niezaleznych,

4. przyrosty dB(t) maja na mocy definicji (2.6.) oraz (2.7.) rozktad normalny N (0, dt),

5. rozktady warunkowe B(u) przy danym B(t) sa rozktadami normalnymi N(B(t), u-t),
dla u > t,

6. wariancja var[B(t)] — oo, gdy u — oc.

Na rysunku 2.1. zaprezentowane zostaly przyktadowe trajektorie proceséw przy-

blizajacych standardowy ruch Browna dla at = 0.001.
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Rysunek 2.1: Trajektorie standardowego procesu Browna

Przekladowe realizacje procesu ruchu Browna
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Zrédlo: opracowanie wlasne.

Zanim przedstawione zostang szczegdétowo najczesciej rozwazane postaci wzoru
(2.2) niezbedne jest wprowadzenie lematu It6, okreslajacego reguly rézniczkowania
funkcjonaléw proceséw It67 (por. Weron i Weron (1998), Wilmott (1999)).

Dla uproszczenia zapisu, przyjeto w niektérych wzorach konwencje Xy = X (¢).

Deftinicja 2.8.
Lemat Ito
Niech process Y (t) bedzie zwiazany z procesem It6 X (¢) funkcja U(t, X;), tzn.
Y(t) = U(t, Xy), gdzie U : [tg,T] x R — R posiada ciagta druga pochodna
czastkows.

Roézniczka stochastyczna dY (t) spetnia wtedy réwnanie:
dY, = L°U(t, X,)dt + L'U(t, X,)d B, (2.5)

gdzie operatory L° i L' zdefiniowane sa w nastepujacy sposob:
ou ou 1.,0°U ou

oy =99 07 LUy 98 9.
U= T % Y 2" 5 U=05; (2.6)

Wzér [t6 moze by¢ rowniez interpretowany jako stochastyczne réwnanie catkowe:

t t
Yi =Y, —i—/ LU (s, X,)ds —i—/ L'U(s, X,)dB,. (2.7)
to to
"Najczeéciej rozwazany funkcjonal procesu Itd ma postaé Y(t) = In(X(t)), co zwiazane jest

z modelowaniem ciagtej stopy zwrotu.
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Postaé¢ lematu 1t6 dana wzorem (2.5) jest jednak zdecydowanie bardziej popularna.

W dalszej czesci pracy rozwazane beda przede wszystkim procesy It6 dane wzorem
(2.2) o nastepujacej ogdlnej postaci czynnika zwiazanego z dryfem procesu oraz z

czynnikiem stochastycznym:

a(Xy,t) =n(X — X(t)9), b(X,,t) = o X(1). (2.8)

Korzystajac z wzoru (2.2) uzyskujemy nastepujaca postaé¢ rozwazanego procesu

dX(t) = n(X — X(t)P)dt + o X (t)"dB(t) (2.9)
gdzie:
X(t) - poziom procesu w chwili ¢,

X - stata utozsamiana z dtugoterminows $rednia wyrazenia X (t)°, (X (t)° > 0).

Dla 3 =1 jest to dlugoterminowa srednia procesu X (¢).

o - parametr odpowiedzialny za wielko$¢ wpltywu czynnika losowego. W szerokim

rozumieniu parametr ten okreéla sie zmiennoécig procesu®.

(3, v - parametry procesu.

Jest to posta¢ bardzo ogolna, ktéra zawiera w sobie wiele prostszych, popularnych
modeli. W tabeli 2.1 przedstawione zostang najpopularniejsze, spotykane w literatu-
rze, procesy zawierajace sie w procesie danym wzorem (2.9). Parametry proceséw
moga by¢ zarowno statymi, jak i funkcjami czasu. Obok wzoréw podane zostaty od-

niesienia literaturowe.

8 Alternatywnie spotyka sie posta¢  dX (t) = (¢ — X (t)%)dt+0X (t)"dB(t), gdzie poziom éredni
procesu wyznacza zaleznoé¢ X = ¢/1.
YW waskim rozumieniu (najczesciej spotykanym) parametr ten nazywa si¢ zmiennoscia, gdy

proces X (t) modeluje proste badZ logarytmiczne stopy zwrotu (patrz geometryczny ruch Browna).
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Tabela 2.1: Modele czasu ciagglego

M.1. dX = pdt + odB Bachelier (1900), Merton (1974)
n=—uX=083=0v=0 (arytmetyczny ruch Browna)
M.2. dX = pXdt+ oXdB Osborne (1959), Samuelson (1965),

n=—-uX=07=1y=1 Black, Scholes (1973), Rendleman
Bartter (1980) (geometr. ruch Browna)

M.3. dX = pXdt + odB Cox i Ross (1976)
77:_#75(:075:17’7:0
M.4. dX = pXdt + ovXdB Cox i Ross (1976)

77:_,“7)?:075:17’7:%

M.5. | dX =n(X — X)dt + odB | Vasicek (1977), Hull i White (1990)

f=1,7=0

M.6. | dX = n(X — X)dt + o+/XdB | Cox, Ingersoll, Ross (1985)
B=1ry=3

M.7. | dX =n(X — X)dt + ocXdB | (por. Penza (2001))
p=1~7=0

Zr6dto: opracowanie wtasne.

Modele powyzsze oczywiscie nie wyczerpujg szerokiej gamy rozwazanych w lite-
raturze modeli. S to jednak modele najczesciej rozwazane z powodu ich wtasnosci
umozliwiajacych uwzglednienie w sposéb do$¢ dobry podstawowych wtasnosci finan-
sowych szeregéw czasowych, a takze (a moze przede wszystkim) pozwalajacych na
stosunkowo prosta implementacje tych modeli w procesie zarzadzania ryzykiem fi-
nansowym. Same, jak najskuteczniejsze nawet modelowanie szeregéw finansowych
jest oczywiscie ciekawe, lecz z praktycznego punktu widzenia wygrywaja i staja sie
najbardziej popularne te modele, ktére mozna pozniej zastosowaé podczas analizy
portfelowej, pomiaru ryzyka metoda VaR, a takze w procesie wyceny opcji oraz w pro-
cesie zabezpieczania instrumentow bazowych instrumentami pochodnymi i vice versa.
Nie wszystkie te modele staly sie wiec popularne w réwnym stopniu.

Ogodlnie powyzsze modele mozna podzieli¢ na modele, w ktorych nie obserwuje sie
wlasnosci powrotu do $redniej (modele od M.1. do M.4.) oraz modele z poziomem pro-
cesu powracajacym do $redniej (mean reverting processes) (modele od M.5. do M.7.).

Modele bez powrotu do sredniej stuza do modelowania cen akcji oraz indeksow akcji,
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2.3. Modele czasu ciagtego - procesy Ito

natomiast modele z powrotem do $redniej wykorzystywane sa przede wszystkim do
modelowania zachowania stop procentowych. Ceny walut oraz cen towaréw modelo-
wane sg zarowno przez modele z powrotem do Sredniej, jak i bez powrotu. Kryterium
wyboru w tym przypadku jest sygnalizowany wcze$niej cel modelowania. W przy-
padku modelowania cen towaréw i walut, aby wyceni¢ opcje wystawiong na towar
lub walute, wybiera sie model bez powrotu do Sredniej (czasami nie bedacy najlep-
szym modelem z punktu widzenia dopasowania do danych empirycznych) pozwalajacy
jednak w prosty sposéb wyceni¢ opcje poprzez zastosowanie modelu Blacka-Scholesa
(por. Black, Scholes (1973)), natomiast dazac do oszacowania ryzyka metoda VaR
mozliwe jest stosunkowo tatwe skorzystanie z modeli z powrotem do Sredniej, o ile
rzeczywiscie wlasnosé ta jest obserwowana w danym szeregu czasowym.

Fakt, w jaki sposob bardziej skomplikowane modele wyceny opcji wptywaja na
wyboér modeli opisujacych zmiany cen instrumentéw podstawowych, mozemy zaob-
serwowa¢ takze w modelach od M.2. do M.3., w ktérych wspotezynnik 3 = 1. Pozwala
to w stosunkowo tatwy sposob zastosowaé teorie braku arbitrazu i martyngatéw (por.
Hull (1999), Weron i Weron (1998), Wilmott (1999)) do wyceny opcji.

Warto dodatkowo zauwazy¢, ze najczesciej uzywane w modelowaniu zmian cen
akcji modele od M.2. do M.4. zawieraja sie w modelu Constant Flasticity of Variance
(CEV) zaproponowanym przez Coxa (por. Cox (1975)). Natomiast modele od M.5.
do M.7. stuzace do modelowania natychmiastowej stopy procentowej oraz (szczegdl-
nie model M.5.) do modelowania zmian cen towaréw (np. cen energii (por. Blanco,
Soronow (2001)) zawieraja sie w ogdlniejszym modelu zaproponowanym przez Chana,

Karolyi, Longstaffa i Sandersa (por. Chan, Karolyi, Longstaff, Sanders (1992)).

Ponizej przedstawione zostang szczegdlnie wazne, najczesciej rozwazane postaci

wzoru (2.9) oraz ich whasnosci.

Arytmetyczny ruch Browna
Proces zwany arytmetycznym ruchem Browna uzyskujemy przy zatozeniu, ze

wspotezynniki a(X;,t) oraz b(Xy,t) sa stalymi:
a( Xy, t) = p, b(Xy,t) = o. (2.10)
Réwnanie (2.2) przyjmuje wtedy posta¢ modelu M.1.:
dX(t) = pdt + odB(t). (2.11)
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Proces arytmetycznego ruchu Browna posiada nastepujace wlasnosci:
1. proces moze przyjmowacé zaréwno wartoéci dodatnie, jak i ujemne,

2. przy danym X (t), dla chwili 7" > t:

e rozklad warunkowy zmiennej X (7') jest rozkladem gaussowskim o wartosci
oczekiwanej X (t) + p(T — t) oraz wariancji o%(T — t),

e wariancja var(X (7)) — oo, gdy T' — o0,
3. proces nie posiada skokéw oraz nieciggtosci.

W klasycznym (tj. ze stalymi w czasie parametrami p oraz o) arytmetycznym
ruchu Browna ceny wahaja sie wiec wokot trendu, ktory okresla wspotezynnik p. Sita
wahan jest stala w czasie i zalezy od wspoétczynnika o.

Oczekiwane stopy zwrotu sa coraz mniejsze (wieksze), poniewaz oczekiwana zmiana
ceny jest stata, a poziom ceny wzrasta (maleje) wokét trendu, gdy wspotezynnik p
jest dodatni (ujemny).

Arytmetyczny ruch Browna (oraz procesy stanowiace jego uogdlnienie,
nie narzucajace warunku, ze parametry procesu sa stalymi) stuzg najcze-
$ciej do modelowania pozioméw stop procentowych, a takze (ale zdecydo-

wanie rzadziej) cen towaréw oraz walut.

Na rysunku 2.2. przedstawione zostaly przyktadowe trajektorie arytmetycznego
ruchu Browna. Zaprezentowany zostal podstawowy mankament arytmetycznego ru-
chu Browna, czyli fakt, ze proces moze przyjmowaé¢ wartosci ujemne, co w modelo-

waniu cen oraz stop procentowych jest cecha niepozadang.
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Rysunek 2.2: Trajektorie arytmetycznego ruchu Browna
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Zrédlo: opracowanie wlasne.

Geometryczny ruch Browna
Proces zwany geomerycznym ruchem Browna uzyskuje sie przy zatozeniu, ze

wspotezynniki a(Xy, t) oraz b(Xy, t) maja nastepujaca postac:
a( Xy, t) = pX(t), b( Xy, t) =0 X(t) (2.12)
Réwnanie (2.2) przyjmuje wtedy posta¢ modelu M.2.:
dX(t) = pX(t)dt + o X (t)dB(t) (2.13)
Proces geometrycznego ruchu Browna posiada nastepujace wtasnosci:

1. proces moze przyjmowaé wartosci nieujemne lub niedodatnie w zaleznosci od
znaku wartosci, od ktorej startuje. W modelowaniu proceséw finansowych punkt

startowy procesu jest dodatni i wtedy proces pozostaje nieujemny.

2. oile proces osiggnie warto$¢ zero, to jego warto$¢ pozostaje réwna zeru, tzn. proces

posiada tzw. bariere absorbujaca w zerze,
3. przy danym X(t) dla T;t:

e rozktad warunkowy zmiennej X (7') jest rozktadem log-normalnym o wartosci
oczekiwanej X (t) exp(u(T —t)) ,

e wariancja var(S(7")) — oo, gdy T — oc.
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Jak tatwo zauwazy¢ na podstawie postaci procesu oraz powyzszych wtasnosci, za-
rowno wielkos¢ trendu, jak i wahania poziomu cen zaleza od poziomu procesu. Poziom
cen waha sie wokot trendu wyktadniczego, a wielkos¢ wahan cen jest proporcjonalna
do pierwiastka kwadratowego z poziomu procesu.

Geometryczny ruch Browna (oraz procesy stanowiagce jego uogdlnienie,
nie narzucajace warunku, ze parametry procesu s stalymi) stuza do mo-
delowania przede wszystkim cen akcji, indekséw akcji oraz (gdy nie jest
konieczne uwzglednienie efektu powrotu do Sredniej) cen towaréw, walut,
a takze sporadycznie pozioméw stép procentowych.

Na rysunku 2.3 przedstawione zostaty przyktadowe trajektorie geometrycznego

ruchu Browna.

Rysunek 2.3: Trajektorie geometrycznego ruchu Browna

Przykladowe realizacje geometrycznego ruchu Browna
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Zrodlo: opracowanie wlasne.

Warto w tym miejscu przedstawi¢ odmiennie zapisana postaé wzoru (2.13):
X
—— = pudt + 0dB(t) (2.14)

Mozna zauwazy¢, iz odmiennie niz arytmetyczny ruch Browna, proces
geometrycznego ruchu Browna modeluje przyrosty wzgledne procesu, a
tym samym moze by¢ wykorzystany wprost do modelowania stéop zwrotu,
co stanowi wlasnie o ogromnej popularno$ci tego modelu w odniesieniu do
cen akcji, towaréw, jak i kurséw walut.

Dodatkowo popularnosé modelu spowodowana jest faktem, ze to wtasnie ten model
pozwolit w 1973 roku Blackowi, Scholesowi i Mertonowi (por. Black, Scholes (1973))

wyprowadzi¢ wzér na cene europejskiej opcji kupna wystawionej na akcje spotki nie
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wyplacajacej dywidendy'?. I to wtagnie model wyceny opciji, za ktory zreszta w 1997
roku Merton oraz Scholes otrzymali Nagrode Nobla z dziedziny nauk ekonomicznych,
stal sie rowniez sitg napedows popularnosci geometrycznego ruchu Browna. Zakta-
dajac stato$¢ parametrow procesu w czasie, uzyskujemy (odmiennie niz dla arytme-
tycznego ruchu Browna) stalosé oczekiwanej stopy zwrotu niezaleznie od poziomu

procesu.

Zgodnie z rozwazaniami zawartymi w rozdziale 1., mozna rozwaza¢ tzw. prosta
badz logarytmiczna stope zwrotu. Dla nieskonczenie krotkich horyzontéw stop zwrotu

otrzymuje sie dla geometrycznego ruchu Browna:

dla prostej stopy zwrotu

X(t+at)—X(t) dX(t)
At—0 X(t) X(1)

(2.15)

dla logarytmicznej stopy zwrotu

R(t) = limIn (M) — lim (ln(X(t—l—At)) —ln(X(t)))

At—0 X(t) At—0

= dln(X(t)) (2.16)

Na podstawie wzoru (2.15) widaé¢ wiec, ze proces geometrycznego ruchu Browna mo-
deluje prosta stope zwrotu. W modelu tym oczekiwana $rednia stopa zwrotu dla
horyzontu dt wynosi pdt, za$ wariancja stop zwrotu wynosi o2dt.

Do prawidlowego wyznaczenia postaci procesu opisujacego logarytmiczne stopy
zwrotu niezbedne jest skorzystanie z zaprezentowanego wczesniej lematu [t6. W tym
przypadku, rozwazany funkcjonal procesu It6 ma posta¢ Y (t) = In(X(¢)). Wyzna-

czajac niezbedne pochodne czastkowe wystepujace we wzorze (2.5) otrzymuje sie:

2
Yy 1 oY 1 oYy _0 (2.17)

X X’ x>~ X% ot

10W kolejnych latach wyprowadzone zostaly modele oparte na geometrycznym ruchu Browna dla

akeji wyplacajacych dywidendy, walut, kontraktéw terminowych (por. Haug (1998), Hull (1999)).
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Na mocy powyzszego lematu, uzyskuje si¢ nastepujaca postaé¢ procesu modeluja-
cego logarytm ceny:

2

d(In X (t)) = (u - %) dt + odB(t) (2.18)

Na podstawie wzoru (2.16) mozna stwierdzi¢, iz wzor (2.18) modeluje logaryt-
miczng stope zwrotu.
Jak tatwo zauwazy¢, o ile procesem ceny jest geometryczny ruch Browna, to logarytm

ceny modelowany jest przez proces arytmetycznego ruchu Browna.

Procesy z efektem powrotu do Sredniej
Najprostszy model z wlasnoscia powrotu procesu do sredniej uzyskuje sie przy

zatozeniu, ze wspotezynniki a(Xy,t) oraz b( Xy, t) maja nastepujaca postac:
a(Xy,t) =n(X — X(t)), b(Xy,t) =0 (2.19)
Roéwnanie (2.2) przyjmuje wtedy posta¢ modelu M.5.:
dX(t) =n(X — X(t))dt + odB(t) (2.20)
Tak zdefiniowany proces z powrotem do $redniej posiada nastepujace wlasnosci:

1. proces moze przyjmowacé¢ wartosci zaréwno dodatnie, jak i ujemne, co jest niewat-

pliwie wada tego modelu,

2. proces waha sie¢ woké6t sredniej (horyzontalnego trendu), a szybkosé powrotu do
sredniej uzalezniona jest od wspétezynnika n (n > 0) oraz od odlegtosci procesu
od éredniej. O ile poziom procesu X (t) znajduje si¢ ponizej $redniej X, to
wyrazenie (X — X (¢)) jest wigksze od zera i oczekiwana zmiana procesu jest
dodatnia, co skutkuje oczekiwanym powrotem do $redniej'!. Analogicznie, gdy
poziom procesu znajduje sie powyzej sredniej, oczekiwana zmiana procesu jest
ujemna i proces takze powraca do sredniej.

Wobec efektu powrotu do éredniej, wahania wokdél poziomu sredniego nie sa

przypadkowe.

3. sita wahan wokoét sredniej nie zalezy od poziomu procesu

HMozna méwié jedynie o oczekiwanym powrocie do $redniej, poniewaz czynnik losowy moze mimo

wszystko nadal powodowaé oddalanie procesu od $redniej.
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Proces dany wzorem (2.20) oraz procesy stanowigce jego uogdlnienie,
nie narzucajace warunku, ze parametry procesu sa statlymi, stuza do mo-
delowania przede wszystkim cen towaréw (o ile nie sg to towary rolnicze
lub energia, ktorych ceny charakteryzuje sie dodatkowo wahaniami sezo-
nowymi) oraz poziomdéw stép procentowych.

Na rysunku 2.4. przedstawione zostaty przyktadowe trajektorie procesu z efektem

powrotu do sredniej. W tym przypadku proces powraca do poziomu réwnego 1000.

Rysunek 2.4: Trajektorie procesu z powrotem do sredniej.
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Zrédlo: opracowanie wlasne.

Wady, iz proces moze przyjmowaé¢ wartosci ujemne, pozbawiony jest przy pew-
nych zatozeniach model oznaczony jako M.6. oraz catkowicie model M.7. W obydwu
tych modelach, im nizszy poziom procesu, tym mniejszy wpltyw czynnika losowego
(gdyz staly wspotezynnik o mnozony jest jeszcze przez VX lub X ) na zmiane ceny,
ktory moze powodowac, iz proces oddali sie od $redniej tak daleko, ze osiggnie poziom
ZETOWY.

Dla procesu M.6. mozliwe jest podanie warunku, jaki musza spetnia¢ parametry mo-
delu, by proces pozostawal dodatni. O ile parametry procesu spelhiajg warunek:

2nX
~>1 (2.21)

g

to proces pozostaje zawsze dodatni (por. Wilmott (1999)).

Modele M.6. oraz M.7. najczesciej stuza do opisu zachowan stop procentowych.

Podsumowujac stwierdzi¢ nalezy jednak, iz nie ma zwykle jednoznacz-

nej odpowiedzi, ktéry z proceséw nalezy stosowaé. Ostateczny wybor modelu
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nie jest sprawa oczywista. Zwykle jest to kompromis pomiedzy dopasowaniem modelu
do danych empirycznych (wieksza ogélno$é modelu, to potencjalnie lepsze dopasowa-
nie modelu do danych, ale tez wzrost problemow z estymacjg parametréw, szczegol-
nie w przypadku niewielkiej liczby obserwacji) oraz pomiedzy wtasno$ciami modelu
1 mozliwoscig wykorzystania go na przyktad w bardziej skomplikowanych modelach

wyceny instrumentéw dtuznych, czy pochodnych.

2.4. Modele z czasem dyskretnym

Powyzsze rozwazania dotyczyty modeli z czasem cigglym, co jest naturalnym za-
tozeniem dla proceséw It6. Jest to podejscie bardzo wygodne ze wzgledu na sto-
sunkowo dobrze juz rozwiniety aparat matematyczny umozliwiajacy wycene zaréwno
prostych, jak i skomplikowanych w swej strukturze instrumentéw pochodnych. Jednak
w rzeczywistosci nie dysponuje sie cigglymi szeregami czasowymi. Czas pomiedzy po-
szczegblnymi ,odczytami” cen wynosi najczesciej w finansowych szeregach czasowych
jeden dzien sesyjny (zazwyczaj analizuje sie ceny zamkniecia rynku w poszczegdlnych
dniach sesyjnych), choé¢ w ostatnim okresie zauwaza sie znacznie zwigkszone zainte-
resowanie danymi o wickszej czestotliwosci notowan'?. Nie zmienia to jednak faktu,
ze takie szeregi czasowe analizuje sie postugujac czasem dyskretnym.

Niezbedna staje sie¢ woéwcezas umiejetnos¢ przyblizania procesoéw z czasem ciagtym
procesami o czasie dyskretnym. Najczesciej wykorzystywanymi podejsciami stajg sie
wowcezas metody aproksymacyjne zwane schematem Eulera oraz schematem Mil-
steina. Schemat Eulera jest najczedciej wykorzystywana (bo najprostsza i najbar-
dziej intuicyjna) metoda przyblizania proceséw It6 dla czasu dyskretnego (por. Going
(1996), Sobezyk (1996)).

Ponizej przedstawione zostang podstawowe informacje o przyblizaniu proceséw
czasu ciaglego, procesami z czasem dyskretnym, co wptywa zaréwno na techniki es-
tymacji parametrow procesu, jak i techniki generowania trajektorii procesu. Poprawa
skutecznosci technik generowania trajektorii procesow cen, ma zasadnicze znaczenie
we wszelkich przypadkach, w ktérych wykorzystuje sie podejécie Monte Carlo w inzy-

nierii finansowej, a wiec m.in. w technikach wyznaczania VaR metodami symulacyj-

12Rozwaza sie nawet szeregi z kilkunastosekundowymi odstepami pomiedzy poszczegélnymi ob-

serwacjami.
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nymi, w symulacyjnych technikach wyceny instrumentéw pochodnych, zaréwno tych
prostych, jak i przede wszystkim tych, ktorych funkcja wyptaty uzalezniona jest od

poziomu cen w okresie do wygasniecia opcji.

Detinicja 2.9.
Schemat Eulera
Niech X = {X(t); to < t < T} bedzie procesem It6 dla czasu ciaglego
okreslonym réwnaniem (2.2).
Niech ¢, (n=0,...,N) oznacza réwno oddalone punkty czasu
to=to <t <..<ty,<..<ty=T.
Proces X(t) mozna przyblizy¢ w punktach ¢, procesem Y'(¢,) w nastepujacy

sposob:
Yn+1 =Y, + a(Yna tn)(tn—H - tn) + b(Ym tn)(Btn+1 - Btn)’ (2'22)

gdzie:
n=0,1,2,...,N—1
Y, =Y(t,), By, = B(ty,).

Najczesciej przyjmuje sie dodatkowo:

A, =tpi1 —t, = const (2.23)
AB, = By, ., — By, (2.24)
W celu uproszczenia zapisu przyjmuje sie:
a=a(Yt,), b=0Y,t,) (2.25)
Schemat Eulera mozna zapisa¢ wtedy w skroconej formie jako:
Y1 =Y, +aA, +DAB, (2.26)

dlan=0,1,2,...,N — 1.
Z przyblizaniem proceséw czasu ciggltego procesami z czasem dyskretnym zwig-

zane jest pojecie silnej zbiezno$ci (por. Going (1996)).

Detinicja 2.10.
Proces Y,, okreslony definicja (2.9.) z maksymalnym odcinkiem czasu A zbiega

silnie do procesu X (t) w chwili T' =ty o ile:

lim E (| X (T) = Yy|) = 0. (2.27)

A—0
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Proces z czasem ciagltym X oraz z czasem dyskretnym Y zbiegaja sie silnie do
siebie, o ile wraz ze zmniejszaniem odcinka czasu pomiedzy kolejnymi obserwacjami
procesu Y, roznica bezwzgledna pomiedzy wartosciami procesu X i Y maleje.

Zbieznos¢ procesow X (t) oraz Y, okresla wspoétezynnik zwany rzedem zbiezno-

Sci (order of strong convergence).

Definicja 2.11.
Proces Y,, okreslony definicja (2.9.) z maksymalnym odcinkim czasu A, posiada
silng zbiezno$¢ do procesu X rzedu v > 0 w chwili 7" = ¢y, o ile istnieje stata

C > 0, niezalezna od A oraz stata Ay > 0 takie, ze:

N\ E(X(T)-Yy)=CA (2.28)

AE(O,A())

Dla procesu Ité6 schemat Eulera posiada zbieznosé rzedu v = 0.5 (por. Going
(1996)).

W przypadku, gdy b(Xy,t) jest funkcja X; (np. tak, jak dla geometrycznego ruchu
Browna), taka zbieznosé moze bywaé niewystarczajaca (por. Sobezyk (1996)). Mozna

zastosowaé udoskonalenie metody Eulera zwane schematem Milsteina'.

Definicja 2.12.

Schemat Milsteina - (w skr6conej notacji) dany jest nastepujacym réwnaniem:

Y1 =Y, +al, +bAB, + % b % [(AB,)* — A, (2.29)
Y

Dodanie do schematu Eulera czynnika O,SbS—Z[(ABn)Q — A,] powoduje wzrost
rzedu zbieznoéci'® proceséw Y, oraz X (t) z v = 0.5 do v = 1.0.
Odpowiedni przyklad zaprezentowany zostal w dalszej czesci pracy na ry-

sunku 2.5. (na stronie 71).

Ponizej przedstawione zostang zastosowania schematu Eulera oraz Milsteina do
dyskretyzacji czasu w podstawowych modelach zaprezentowanych we wczesniejszej

czesci pracy.

13Spotykana jest réwniez pisownia ,, Milshtein” tego rosyjskiego nazwiska.
MW przypadku, gdy b(X,t) = b(t), juz schemat Eulera posiada rzad zbieznoéci v = 1 i stosowanie

schematu Milsteina jest zbedne.
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Zgodnie z definicjg ruchu Browna:
AB ~ N(0, at). (2.30)

Jesli at jest stala, uzyskuje sie nastepujaca dyskretna (co do czasu) aproksymacje

przyrostow standardowego procesu ruchu Browna:
AB =+at z, 2z~ N(0,1). (2.31)

Ponizej, korzystajac z lematu 1t6, schematéw Eulera i Milsteina oraz wzoru (2.31),
przedstawione zostana metody generowania trajektorii wyréznionych wczesniej pro-
cesOw. Technika generowania trajektorii zaprezentowana zostanie na modelach aryt-
metycznego (2.11) i geometrycznego ruchu Browna (2.13) oraz na modelu Coxa, In-

gersolla i Rossa (model M.6.).

7. zagadnieniem tym zwigzane sa rowniez modele zwane modelami drzew dwu-
mianowych wprowadzone przez Coxa, Rossa i Rubinsteina (por. Cox, Ross, Rubin-
stein (1979)) oraz drzew tréjmianowych wprowadzonych przez Boyle’a (por. Boyle
(1986)). W modelu dwumianowym przyszta cena (cena w kolejnym wezle drzewa)
moze z odpowiednio zadanym prawdopodobienstwem wzrosnaé¢ lub spasé¢ o zadang
warto$¢. Prawdopodobienstwo skoku w gore, jak i w dot oraz wielko$é skoku wy-
znaczane sg na podstawie danych historycznych. W drzewach tréjmianowych cena
w kolejnym wezle moze réowniez nie ulec zmianie. Poniewaz koncepcja drzew zapro-
ponowana zostala wtasciwie bardziej w celu utatwienia wyceny opcji (w tym przede
wszystkim opcji amerykanskich i egzotycznych) niz modelowania zmian cen (na pod-
stawie drzew nie wyznacza sie trajektorii proceséw), nie bedzie rozwazana w tej pracy.
Przyktady zastosowania drzew dwumianowych i tréjmianowych znalez¢ mozna na
przyktad w pracach Hauga (por. Haug (1998)) oraz Hulla (por. Hull (1999)).

W modelu arytmetycznego ruchu Browna czynnik b nie zalezy od poziomu pro-
cesu, wiec schemat Eulera i schemat Milsteina sg tozsame. Przyblizenie procesu jest

wiec nastepujace:

AX = pat + ov/aty (2.32)
lub inaczej:

Xpsne = X; + pat + ov/atz. (2.33)
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Schemat Fulera prowadzi do nastepujacej aproksymacji modeli geometrycznego

ruchu Browna:

AX = pXat +oXVatz, (2.34)
Xt-l—At = Xt + [LXAt + UX\/EZt (235)

oraz modelu Coxa, Ingersolla i Rossa:

AX = (X — X)at + oV X Vatz, (2.36)
Xt-l—At = Xt + n(X — Xt)At + U\/Y\/Ezt (237)

W modelu geometrycznego ruchu Browna oraz w modelu Coxa, Ingersolla, Rossa
czynnik b jest funkcja poziomu procesu (b(X;,t) = 0 X oraz b(X;, t) = 0/ X), mozliwe
jest wiec uzyskanie lepszego przyblizenia procesu stosujac schemat Milsteina.

Odpowiednio dla geometrycznego ruchu Browna oraz dla modelu CIR wymagane

pochodne czastkowe sg nastepujace:

0b 0b 1 !

— = —=—0X 2. 2.
ox ~ 7 ox — 277 (2.38)
Przyblizenia proceséw wedtug schematu Milsteina dane sa nastepujacymi zalezno-
Sciami:

e dla geometrycznego ruchu Browna:

1
AX = pXat + o XVatz + éazX (Atzt2 — At) , (2.39)
1
Xeinr = XepXat + o XV atz + 502)( (atzf — at), (2.40)
e dla procesu CIR:
_ 1
AX =n(X = X,)at + oV X Vatz + 1 (atzf — at), (2.41)
_ 1
Xepnr = X+ (X — X))at + oV XV atz + T (atz? — at). (2.42)

Na rysunku 2.5. przedstawiony zostat przyktad przyblizenia rozwigzania geome-
trycznego ruchu Browna procesami z czasem dyskretnym uzyskanymi wedtug sche-
matu Eulera oraz schematu Milsteina. Zgodnie z oczekiwaniami, aproksymacja sche-
matem Milsteina jest blizsza rzeczywistemu rozwigzaniu rownania rézniczkowego opi-
sujacego geometryczny ruch Browna i praktycznie pokrywa sie z nim na ponizszym

rysunku.
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2.4. Modele z czasem dyskretnym

Rysunek 2.5: Aproksymacja procesu geometrycznego ruchu Browna.

7 T T T T T

T T
= rzeczywity proces
—— schemat Eulera

—x— schemat Milsteina

0 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Ze wzgledu jednak na prostote postaci matematycznej oraz na mate

°  co powoduje nieznaczny blad aproksyma-

wielkoéci przyrostéw czasu!
cji, zazwyczaj korzysta sie z przyblizenia Eulera w zakresie modelowania
proceséw cen.

Odpowiednio przybliza¢ mozna takze procesy bedace funkcjonatami proceséw Ito.
Dla wzoru (2.18) uzyskujemy nastepujaca aproksymacje wedtug schematu Eulera!®:

2

A(lnX) = (M . %) at + ov/atz, (2.43)

2

Xiiar = Xy exp [(M — %) At + U\/Ezt} . (2.44)

Wzér (2.44) jest najczesciej wykorzystywanym podejsciem do generowania trajek-
torii geometrycznego ruchu Browna.

Zaprezentowanie technik przyblizania proceséw z czasem ciggltym procesami z cza-
sem dyskretnym miato na celu pokazanie zwigzkdéw pomiedzy parametrami tych mo-

deli.

Nie wdajac si¢ w tym miejscu w szczegdélowe rozwazania, warto zaznaczy¢, iz
wyniki uzyskane ze schematu Eulera stuza jako podstawa najczesciej wykorzystywa-

nej techniki estymacji parametrow rozpatrywanych procesow, a mianowicie metody

157aktadajac, ze w roku odbywaja sie $rednio 252 sesje oraz, ze czas uplywa zgodnie z hipoteza

dni sesyjnych, przyrost At = 25% ~ 0,003968.

16Schemat Milsteina jest w tym wypadku tozsamy.
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2.5. Modelowanie stop zwrotu akcji, towarow i walut

najwiekszej wiarygodnosci. Metoda ta prowadzi badz to do wyznaczenia wzorow
odpowiednich estymatorow parametrow procesu, badz do oszacowania parametrow
procesu metodami numerycznymi. Technika estymacji parametrow procesow metoda

najwiekszej wiarygodnosci przedstawiona zostanie w dalszej czesci pracy.

W dalszej czesci rozdzialu wyrdéznione zostang rozwazania dotyczace:

e modelowania pozioméw cen akcji, indekséw akcji, walut oraz to-
warow,

e modelowania pozioméw stéop procentowych.

Podziatl taki wynika z faktu, iz w przypadku modelowania stop procentowych
modeluje sie wlasciwie zmienng, nie bedacg instrumentem finansowym, a jedynie
wplywajaca na cene instrumentéw finansowych. Roéznica polega rowniez na tym, iz
w przypadku stop procentowych opisowi powinna podlegaé cata krzywa stop procen-

towych.

2.5. Modelowanie stép zwrotu akcji, towaréw i wa-

lut

W niniejszym podrozdziale przedstawione zostana techniki modelowania zmian
cen (konkretniej stép zwrotu) akcji, walut oraz towarow. We wczesniejszej czesci
rozdziatu, na stronie 58, przedstawione zostaly rézne modele, ktére moga zostaé wy-
korzystane do opisu zmian w czasie poziomu cen instrumentow finansowych. Jednak
zgodnie z ogdlnie rozpowszechniona definicjg zmiennosci instrumentéw finansowych
zaprezentowang w rozdziale 1, a méwigca, iz miarg zmiennosci jest odchylenie stan-
dardowe stop zwrotu w zadanym okresie, nietrudno zauwazy¢, ze koresponduje ona
wprost jedynie z procesem geometrycznego ruchu Browna (model M.2.) oraz z mo-
delem powrotu do $éredniej oznaczonym jako M.6. Z tych dwéch modeli, zdecydowa-
nie wieksza popularnosé zdobyt model geometrycznego ruchu Browna. Dzieki swoim
wlasnosciom matematycznym, stal sie on podstawowym modelem wykorzystywanym

w praktyce do opisu zachowania cen akcji, indeksow, towaréow oraz kurséw walut.

W tym miejscu zaprezentowana zostanie analiza najpopularniejszego

procesu zmiany cen, a mianowicie geometrycznego ruchu Browna. Prze-
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2.5. Modelowanie stop zwrotu akcji, towarow i walut

stawienie mozliwych uogélnien (i ich wlasnosci) pozwalajacych na jak naj-
lepsze uwzglenienie cech rzeczywistych szeregéw czasowych jest gléwnym
celem tego podrozdzialu. Rozwazania skupione zostang wokétl czesciej wy-
korzystywanych modeli z czasem dyskretnym, ktérych aplikacja w zakresie
zarzadzania ryzykiem jest bardziej szeroka niz modeli z czasem cigglym!'’.

Wzér (2.35) na prosta stope zwrotu oraz wzér (2.44) na logarytmiczna stope
zwrotu mozna zapisa¢ w postaci:

X - X
r(t) = % = uat + ov/atz (2.45)

oraz
X 2
R(t) =In <ﬂ) = (M — %) Al + oV atz. (2.46)

W powyzszych wzorach p oraz o wyrazone sa w skali okresu bazowego, ktorym jest
najczedciej jeden rok, a wyrazenia pat oraz ov/at to oczekiwana stopa zwrotu oraz
odchylenie standardowe stop zwrotu w skali okresu, bedacego odstepem pomiedzy
kolejnymi ,,pomiarami” poziomu procesu (horyzontem stopy zwrotu).

Bardzo czesto powyzsze wzory spotyka sie wiec w postaci:

X - X
r(t) = % =y + o'z (2.47)
t
oraz
X 12

Zaktadajac statosé wspotezynnika o (lub godzac sie na pewien blad), wzér (2.48)
przedstawia sie¢ w postaci analogicznej do wzoru (2.47), czyli:
X
R(t) =In (ﬂ) ="+ o'z, (2.49)
Xi
gdzie: y/, ", o' wyrazone sa w horyzoncie stop zwrotu, czyli najcze$ciej w skali

jednego dnia sesyjnego.

Wzér (2.47) jest podstawowym wzorem, ktory rozpatrywany bedzie w dalszej

czesei pracy. W celu uproszezenia zapisu pomija¢ bedziemy ,primy” stojace we wzorze

170dkad w ostatnich latach rozwiniety zostal aparat wyceny opcji dla czasu dyskretnego z uwzgled-

nieniem zmiennego parametru zmiennosci, znaczenie modeli cigglych relatywnie spadto.

73



2.6. Empiryczne wlasnodci szeregéw stop zwrotu

i oznaczajace, iz parametry oczekiwanej stopy zwrotu oraz zmiennosci podawane sg

w skali czasu réwnej horyzontowi stopy zwrotu (at).

Podstawowym rozpatrywanym modelem, opisujagcym szereg czasowy

prostych stép zwrotu, bedzie wiec ré6wnanie:

X — X
’r't:t—tAt:/J,—l—Et:/J/—i—O'Zt, ZtNN(O,]_) (250)
Xi_at

opisujace model szeregu czasowego prostych stop zwrotu.
Wykorzystane zostana proste stopy zwrotu, by uniknaé¢ pojawiajacego si¢ na mocy

lematu Ito6 sktadnika 0,502.

Model ten bedzie stopniowo uogdlniany w celu uzyskania jak najlepszej zgodno-
Sci z empirycznymi szeregami stop zwrotu. Zanim przedstawione zostana mozliwe
uogoblnienia modelu, warto zaprezentowa¢ wtasnosci szeregéw uzyskiwanych przy za-
tozeniu, iz szeregi stop zwrotu ksztaltowane sg przez model dany wzorem (2.50) oraz
udokumentowane empiryczne wtasnosci szeregéw stop zwrotu. Empiryczne whasnosci

szeregbw wyznaczaé beda kierunki uogdlnien modelu danego wzorem (2.50).

2.6. Empiryczne wtasnosci szeregow stop zwrotu

Gdyby szeregi czasowe stop zwrotu byly rzeczywiscie realizacjami procesu sto-
chastycznego danego wzorem (2.50), to powinny by¢ obserwowalne nastepujace em-

piryczne wtasnosci tych szeregow:
1. stopy zwrotu powinny mie¢ rozktad normalny,
2. parametry tego rozktadu powinny by¢ stale w czasie,

3. szeregi stop zwrotu powinny by¢ nieskorelowane oraz cechowac si¢ brakiem auto-

korelacji w szeregach kwadratéw stop zwrotu.

Badania empiryczne wykazaly jednak w bardzo wielu przypadkach odstepstwa od
powyzszych wtasnosci wystepujace w szeregach czasowych stoép zwrotu.

Na fakt, ze empiryczne rozktady stop zwrotu odbiegaja od rozktadu normalnego
zwrécil uwage po raz pierwszy Mandelbrot (por. Mandelbrot (1963)). Dalsze ana-
lizy podjal Fama (por. Fama (1965)). Artykuty te zapoczatkowaly cala serie prac

dotyczaca analizy wlasnosci stép zwrotu.
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2.6. Empiryczne wlasnodci szeregéw stop zwrotu

W zaleznoéci od analizowanego instrumentu finansowego, okresu obejmujacego

badanie oraz horyzontu stop zwrotu, mozliwe sg czeSciowo odmienne wyniki, niemniej

jednak zaobserwowano nastepujace wtasnosci charakteryzujace stopy zwrotu:

grube ogony rozkladéw (leptokurtoza, fat tails)

Prawdopodobienstwo pojawienia si¢ bardzo duzych (co do wartosci bezwzglednej)
wartosci stop zwrotu (obserwacji ekstremalnych) jest wieksze niz dla rozktadu
normalnego. Prawdopodobienstwo, iz zaobserwowana zostanie wigc stopa zwrotu
wieksza od odpowiednio zatozonej, P(r; > r), jest wieksze niz wynikatoby z przyje-
cia zatozenia o gaussowskim rozktadzie stép zwrotu (analogicznie dla lewego ogona
rozkladu). Badania empiryczne wykazaly, iz dla r — oo, prawdopodobienstwo
to jest proporcjonalne do r~*L(r) , gdzie « jest indeksem okrelajacym grubosé
ogona, a L(r) jest wolno zmieniajaca sie funkcja (por. Weron i Weron (1998), Rej-
man (1997)). W przypadku rozktadu normalnego analogiczne prawdopodobienistwo
dane jest zaleznoscig potegowsa, a nie wyktadnicza.

sko$nosé rozktadéw (skewness)

Zaobserwowano, ze w wiekszosci szeregéw stop zwrotu czedciej wystepuja stopy
zwrotu wieksze niz modalna, co ttumaczy sie odmiennym zachowaniem inwesto-
rOw w czasie hossy i bessy lub doktadniej odmiennymi zachowaniami w przypadku
naptywania dobrych i ztych informacji. Skutkuje to dodatnim wspdtezynnikiem
sko$nosci wyznaczanym dla wiekszosci szeregéw empirycznych. Nie jest to jednak
reguta, gdyz wspotezynnik skosnosci dla np. szeregu stop zwrotu z indeksu WIG (z
okresu od rozpoczecia notowan do maja 2002 roku) przyjmuje wartosé ujemna, co
swiadczy o sko$nosci lewostronnej rozktadu empirycznego. Podczas analizy dzien-
nych stop zwrotu z 35 instrumentéw z rynku polskiego, w 22 przypadkach uzy-
skano dodatni wspétezynnik sko$nosci, a w 13 przypadkach - ujemny (por. Jajuga
(2000a)). Takze w przypadku wspoétezynnika sko$nosci wynik badania zalezy od
wybranego okresu oraz analizowanego horyzontu stép zwrotu (por. Konarzewska
(1998), (2000)).

Ogoélnie zatozy¢ nalezy, iz rozktady stép zwrotu moga charakteryzowac sie zaréwno
dodatnia, jak i ujemng sko$noscig. W niektorych przypadkach efekt ten jest na tyle
znaczny, ze przyjecie zatozenia o braku sko$nosci rozktadu moze znacznie fatszowaé
obraz rzeczywistosci.

skupianie zmiennosci (volatility clustering)

Juz we wezesnych pracach Mandelbrota (por. Mandelbrot (1963)) zaprezentowano

dowody na niestato$¢ wariancji stop zwrotu w czasie. W szeregach czasowych stép
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zwrotu mozna bowiem wyrézni¢ okresy wiekszej i mniejszej aktywnosci inwesto-
réw, czyli okresy z duzymi zmianami cen (tzw. skupiska zmiennosci, clusters) oraz
okresy o mniejszych zmianach cen. Okresy te wystepuja seriami. Mate zmiany cen
(mate co do wartosci bezwzglednej stopy zwrotu) nastepuja po matych zmianach,
a duze po duzych, lecz kierunek zmian (znak stopy zwrotu) jest nieprzewidywalny.
Bardzo czestym efektem jest tworzenie sie wokoét duzego gtéwnego skupiska zmien-
nosci, mniejszych okreséw o wiekszej niz zazwyczaj aktywnosci inwestorow.

o efekt dzwigni” (leverage effect)

Zaobserwowano réwniez (por. Black (1976)), ze zmiany cen sa ujemnie skorelo-
wane 7z poziomem zmiennosci czyli, ze wraz ze wzrostem kursow akcji zmniejsza
sie zmienno$¢ (zmniejsza sie ryzyko zwiazane z danym instrumentem). W przy-
padku instrumentéw akcyjnych efekt ten thumaczy sie przynajmniej zmniejszeniem
kapitatow wtasnych przedsiebiorstwa i wzrostem poziomu ryzyka.

e autokorelacja oraz dlugoterminowa zalezno$é danych (long-term memory)
W niektorych analizowanych szeregach czasowych obserwuje sig, iz kolejne stopy
zwrotu sg skorelowane. Po wzrostach wystepuja czesciej kolejne wzrosty, a po spad-
kach kolejne spadki. Najczesciej zasieg zaleznosci korelacyjnej ograniczony jest do
opo6znien o rzedzie mniejszym niz 5, ale moze wynosi¢ nawet kilkadziesiat, badz
kilkaset, co nazywane jest wtedy ,dluga pamiecia procesu”.

e ,.przenikanie zmiennosci” pomiedzy rynkami i instrumentami (volatility
spillovers, co-movements in volatilities)

Analiza stép zwrotu instrumentéow z réznych rynkéw lub réznych instrumentéw
z tego samego rynku wykazata czeste wystepowanie silnej zaleznosci korelacyjnej
pomiedzy szeregami zmiennosci tych instrumentow. Zaowocowato to powstaniem
modeli wieloréwnaniowych, opisujacych tacznie zachowanie catego zbioru instru-

mentow.

Oprocz wymienionych powyzej wtasnosci zaobserwowano tez wiele innych zalez-
nosci, ktore jednak nie wptywaja juz w sposob tak znaczacy na techniki modelowania
cen oraz zmiennosci. Przykladem moze by¢ tutaj cata gama tzw. efektéw kalen-
darzowych zwiazanych z odmiennym zachowaniem sie instrumentéw (odmiennymi
rozkladami stép zwrotu) dla niektérych dni tygodnia oraz dla niektérych miesiecy.
Efekty te rozpatrywaé¢ mozna zaréwno odnosnie oczekiwanych stop zwrotu w da-
nym dniu tygodnia lub w danym miesigcu, a takze odnos$nie wariancji stop zwrotu

z analizowanego okresu w stosunku do stop zwrotu z innych okresow. Najczesciej
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analizowane sg efekt poniedzialku oraz efekt stycznia (por. Piontek (2000)).

Zaobserwowane wtasciwosci stop zwrotu staly sie podstawa do poszukiwania coraz
lepszych modeli zachowania stop zwrotu, a tym samym bardziej precyzyjnego opisu
rzeczywistosci. W dalszych podrozdziatach przedstawione zostang mozliwe uogoélnie-

nia wzoru (2.50), ktore sprowadzaja sie do:

e wprowadzenia odmiennego od rozktadu normalnego rozktadu btedu modelu z;,
ktory cechowaltby sie grubszymi ogonami oraz ewentualna skosnoscia,

e zastosowania zmiennego w czasie parametru p, ktory dopuszezatby modelowanie
efektow autokorelacyjnych,

e wprowadzenia zmiennego w czasie parametru o, ktory pozwalatby przede wszyst-
kim na ujecie w modelu efektu gromadzenia zmiennoéci, ale takze grubych ogonow
rozkltadéw oraz autokorelacji kwadratow stop zwrotu,

e rezygnacji z niezaleznosci przyrostow procesu odpowiedzialnego za modelowanie
losowych wtasnosci modelu, tym samym mozliwosci modelowania dtugoterminowej

pamieci procesu.

Uogodlnienia te moga by¢ wprowadzane zaréwno oddzielnie, jak i tgcznie
tworzac szeroka game rozwazanych modeli.

W tym znaczeniu ze statycznym zarzadzaniem ryzykiem zwigzane sg jedynie in-
nowacje w zakresie ksztattu funkcji gestosci rozktadéw stop zwrotu, natomiast dyna-
miczne zarzadzanie ryzykiem wykorzystywaé¢ moze wszystkie zasygnalizowane uogol-

nienia modelu podstawowego.
2.7. Uogoblnienia w zakresie z;

Wzér (2.50) mozna przedstawi¢ w postaci:

TR, (2.51)
g

gdzie:
[t - $rednia stopa zwrotu,
o - odchylenie standardowe stép zwrotu (zmiennos¢),

z; - zmienna o rozktadzie normalnym o sredniej 0 oraz wariancji 1, z; ~ N(0,1),
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lub w postaci:

re ~ N(p,0%). (2.52)

Jest to najczesciej czynione, podstawowe zatozenie w zakresie analizy stop zwrotu.
Zaktada sie, iz stopy zwrotu cechuja sie rozktadem o statych w czasie parametrach
oraz dodatkowo, iz jest to rozktad normalny.

Bardzo czesto zaktada sie dodatkowo, ze p = 0, co prowadzi do wzoru:

A (2.53)
o

Zaltozenie o normalnosci rozktadu wynika przede wszystkim z dobrze poznanych
wlasciwosci tego rozktadu (brak probleméw z estymacja parametréw i wnioskowaniem
statystycznym). Z wezesniejszych rozwazan w tym rozdziale mozna odnie$¢ wrazenie,
iz to zatozenie jest réwniez konsekwencja przyjecia za model zmiany cen geometrycz-
nego procesu Browna, jednak warto zaznaczy¢, iz prezentowane tu podejscia rozwijaty

sie¢ w duzej mierze niezaleznie.

Zatozenie o normalnosci rozktadéw zakwestionowane zostalo juz we wczesnych
latach 60-tych. Na podstawie badan empirycznych, Mandelbrot (por. Mandelbrot
(1963)) oraz Fama (por. Fama (1963), (1965)) udokumentowali fakt, iz rozktady sa
zwrotu sa w swej wiekszosci rozktadami leptokurtotycznymi (o wiekszym niz dla
rozktadu normalnego parametrze kurtozy) oraz o grubszych ogonach rozkladu niz
dla rozktadu normalnego. Badania te zapoczatkowaty szereg prac empirycznych oraz
teoretycznych, ktorych celem byto potwierdzenie oraz wyttumaczenie i modelowanie
zaprezentowanego faktu.

Grube ogony potwierdzone zostaly réwniez w szeregach czasowych obejmujacych
polskie dane. Efekt grubych ogonéw przedstawiony zostal na rysunku 2.6., ktéry
przedstawia histogram dziennych stép zwrotu z indeksu WIG (z okresu od poczatku
notowan, tj. kwietnia 1991 do maja 2002 roku) wraz z dopasowana gestoscia rozktadu
normalnego. Odmiennym narzedziem do obrazowania odstepstw od zaktadanego roz-
ktadu jest wykres kwantyl-kwantyl (qg-plot) '®. Gdyby rozklad empiryczny byt roz-

ktadem normalnym, to wykres kwantyl-kwantyl powinien przedstawia¢ lini¢ prosta.

"®Formalnie jest to wykres skladajacy si¢ z punktéw (X k), F~[(n — k+1)/(n+1)]), gdzie X4,
jest k-ta statystyka pozycyjna, n jest wielkoscia préby, a F~1(-) jest odwrotnodcia dystrybuanty

analizowanego teoretycznego rozktadu.
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Odchylenia od linii teoretycznej oznaczaja odstepstwa od zaktadanego rozktadu teo-
retycznego. Wykres kwantyl-kwantyl dla standaryzowanych stép zwrotu z indeksu
WIG przedstawia rysunek 2.7. Ciekawe analizy z rynku polskiego znalez¢ mozna w
pracy pod red. K. Jajugi, w ktorej analizie poddano szeregi stép zwrotu z 33 akcji
oraz indeksow WIG i WIG-20 (z okresu 26.10.1994-31.01.2000) w zakresie rozkla-
doéw dziennych, tygodniowych oraz miesiecznych stop zwrotu (por. Jajuga (2000a)).
Do weryfikacji hipotezy o zgodno$ci rozktadu empirycznego z rozktadem normalnym
wykorzystano testy A-Kolmogorowa oraz Shapiro-Wilka. Zgodnie z wynikami uzy-
skiwanymi dla rynkéw rozwinietych (por. np. Officer (1972), Akgiray, Booth (1988))
wyniki testu uzaleznione sg od horyzontu analizowanych stép zwrotu. Okazuje sie,
ze dla wszystkich spotek oraz indeksow, ktore poddane zostaty analizie, hipoteza ze-
rowa o zgodnosci rozktadu empirycznego z rozkltadem normalnym ulega odrzuceniu
przy poziomie istotnosci 0,05. Spowodowane jest to zwiekszona kurtoza oraz skosno-
Scia rozktadéw (por. Jajuga (2000a)). Wraz ze wzrostem horyzontu stop stép zwrotu,
zwieksza sie odsetek instrumentow, dla ktorych brak jest podstaw do odrzucenia hipo-
tezy z zgodnosci rozktadu empirycznego z normalnym. Wynik ten potwierdza znana
obserwacje, iz wraz ze wzrostem horyzontu stop zwrotu, wzrasta parametr okreslajacy
grubos¢ ogonow, co skutkuje tym, ze rozkltady zblizaja si¢ do rozktadu normalnego
(por. Rejman (1997)).

Wiegcej informacji na temat podstawowych wtasnosci rozktadéw stop zwrotu z indeksu
WIG dla horyzontéw stop zwrotu oraz roznych rocznych podokreséw z lat 1993-1999
znalezé mozna w pracy Konarzewskiej (por. Konarzewska (2000)). Z pracy tej wy-
nika dodatkowa informacja, iz grubos¢ ogonoéw rozktadu indeksu WIG nie jest stala

W czasie.
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Rysunek 2.6: Histogram dziennych stop zwrotu

Histogram stop zwrotu
300 T T
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grube ogony
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Zrodlo: opracowanie wlasne.

Rysunek 2.7: Wykres kwantyl-kwantyl

_4 I I I | |
6 -4 -2 0 2 4 6

Zrodlo: opracowanie wlasne.

2.7.1. Rozklady o jednostkowej wariancji

Jak juz zostato udokumentowane, rozktady stop zwrotu posiadaja zazwyczaj grube
ogony. Zakltadajac stato$¢ w czasie parametrow p oraz o, efekt ten najprosciej mozna
opisa¢ zaktadajac, iz standaryzowany btad modelu z; podlega wtasnie rozktadowi
o grubych ogonach.

Aby zachowaé¢ wlasnogé, ze parametr o jest bezwarunkowsa lub warunkowa!® zmien-

noscig procesu mierzong odchyleniem standardowym, narzuca sie najczesciej (zasy-

19Pojecie warunkowej wariancji wprowadzone zostanie w kontekécie modeli ze zmiennym w czasie

parametrem o w dalszej czesci pracy.
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gnalizowane wezesniej) zalozenie, ze:
2 ~ iid(0,1), (2.54)

czyli z; jest zmienna losowa, ktorej realizacje sa niezalezne i opisywane przez iden-
tyczne rozktady o zerowej sredniej i wariancji réwnej jeden. Warunek ten jest ko-
nieczny rowniez, aby zachowac¢ spojnosé z rozwazanymi pozniej modelami o zmiennej

wariancji.

Przy tak sprecyzowanym zagadnieniu, najczesciej wykorzystuje sie nastepujace
rozktady pozwalajace na ujecie efektu grubych ogonow:
e rozktad t-Studenta,
e uogdlniony rozktad bledu (General Error Distribution, GED),

e uogolniony rozktad hiperboliczny.

Rozklad t-Studenta

Zmienna losowa Z typu ciaglego ma rozktad t-Studenta o v stopniach swobody,

jesli jej funkcja gestosci wyraza sie wzorem:

= (1) 259

gdzie I'(y) to funkcja gamma dla parametru y dana nastepujacym wzorem:

I'(y) = /000 v e d. (2.56)

Tak zdefiniowany rozktad t-Studenta (dla v > 2) jest rozkladem symetrycznym,

o Sredniej zero, a jego wariancja dana jest wyrazeniem -*5. Dla v — oo gestos¢
rozktadu t-Studenta dazy do gestosci rozktadu normalnego.
Na podstawie wzoru (2.51) oraz uwzgledniajac warunek (2.54), odpowiednio prze-

skalowany rozktad t-Studenta mozemy zapisa¢ w postaci:

r () (r—p?\"F
v-2al(%) o <1 T 2)02) | (2:57)

ftS(T;,u7O-7U) =

Tak przeskalowany rozktad ma Srednig zero oraz wariancje ré6wna jeden.
W dalszej czesci pracy rozktad ten bedzie oznaczany jako -St(0, 1, v), a nazywany po

prostu rozkladem t-Studenta.
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Na rysunkach 2.8. oraz 2.9 przedstawiono przyktadowe funkcje gestosci rozktadu
t-St(0, 1,v) dla r6znej liczby stopni swobody. Efekt grubych ogonéw rozktadu szcze-

gblnie dobrze mozna zaobserwowadé na rysunku ze skalg logarytmiczna.

Rysunek 2.8: Przyktadowe rozktady t-Studenta (skala liniowa)

Rozklad t-St(0,1,v)
T

0.4

0.3

02r-

0
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Rysunek 2.9: Przykladowe rozktady t-Studenta (skala logarytmiczna)

Rozklad t-St(0,1,v)
T —T= T

PRESEEIRNNN

I I I I I I I
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Rozktad t-Studenta w kontekscie modeli umozliwiajacych opis zmiennej w cza-
sie wariancji zaproponowal Bollerslev w 1983 roku (por. Bollerslev, Chou, Kroner
(1992)). W pracy Bollersleva, Chou i Kronera znalezé mozna szereg przyktadéw za-
stosowania powyzszego rozktadu w zagadnieniach zwigzanych z modelowaniem finan-

sowych szeregow czasowych. Przyktad zastosowania rozktadu t-Studenta do modelo-
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wania i pomiaru ryzyka dla polskich szeregéw czasowych znalez¢é mozna w pracach
Fiszedera (por. Fiszeder (2001)) oraz Piontka (por. Piontek (2002)).

Procedura wyznaczania parametréw modelu za pomocg metody naj-
wiekszej wiarygodnosci dla podstawowych wykorzystywanych rozktadow
(normalnego, t-Studenta, GED oraz sko$nego t-Studenta) zaprezentowana
zostanie w dalszej czesci pracy po wprowadzeniu zmiennych w czasie pa-

rametréw Sredniej pu; oraz zmiennosci o; w podrozdziale 2.9.

Rozklad GED

Kolejnym, stosunkowo prostym do wykorzystania rozktadem, ktory w zalezno-
Sci od przyjetej liczby stopni swobody, pozwala na uzyskanie rozktadu o grubszych
ogonach niz rozktad normalny jest uogélniony rozktad btedu (General Error Di-
stribution) nazywany w dalszej czesci pracy rozktadem GED.

Odpowiednio przeskalowany rozktad GED posiada funkcje gestosci o postaci:
r—pl”

1
v exp (—— )
2 v+1
! AR WAPS S (2.58)

fGED(T;Mao-a V) =

gdzie A\ to parametr zapewniajacy jednostkows wariancje rozktadu dany wzorem:

1
1 3
A= [; E%; 2—%] . (2.59)

Na rysunkach 2.10. oraz 2.11. przedstawiono przyktadowe funkcje gestosci roz-
ktadu GED(0,1,v) dla réznej liczby stopni swobody. Takze w tym przypadku, efekt
grubych ogonéw rozktadu mozna dobrze zaobserwowa¢ na rysunku ze skala logaryt-
miczng.

Rozktad normalny jest szczegdlnym przypadkiem rozktadu GED dla parametru v

rownego 2.
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Rysunek 2.10:

Przyktadowe rozktady GED (skala liniowa)
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Rysunek 2.11: Prz

Rozktad GED zostal wprowadzony do zagadnien modelowania szeregow stop zwro-
tu w kontekscie modeli ze zmienna w czasie wariancja przez Nelsona (por. Nelson
(1991)). O przydatnosci tego rozktadu w zagadnieniach zwiazanych z modelowanie
szeregdw czasowych i pomiarem ryzyka moze $wiadczy¢ szereg prac (por. Bollerslev,
Chou, Kronner (1992)). Przyktad wykorzystania tego rozktadu w zagadnieniach po-

miaru ryzyka m.in. dla polskich danych finansowych znalezé mozna w pracy Piontka

(por. Piontek (2002))

4
-4

Zrédlo: opracowanie wlasne.

yktadowe rozktady GED (skala logarytmiczna)

— v=1.1
— v=15
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Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Rozklady hiperboliczne

Zmacznie bardziej ogélnym rozktadem, umozliwiajacym modelowanie grubych ogo-
now oraz posiadajacym wtasnosé skonczonego momentu drugiego rzedu jest wprowa-
dzony przez Barndorffa-Nielsena uogélniony rozktad hiperboliczny (por. Prause
(1997)). Rozktad ten powstal podczas prac nad opisem przenoszenia ziaren piasku
przez wiatr i dopiero pozniej trafit do finansow.

Nazwa ,rozktady hiperboliczne” pochodzi od wlasnosci, iz logarytm funkcji gesto-
sci jest funkcjg hiperboliczng, a nie jak w przypadku rozktadu normalnego - parabola.
Juz na podstawie tej prostej wtasnosci dostrzec mozna potencjalne mozliwosci mode-
lowania grubszych ogonow rozktadéw niz dla rozktadu normalnego.

Gestosé uogolnionego rozktadu hiperbolicznego dana jest wzorem:

forn(r X a, 8,6, 1) = a(\ a,B,8) (62 + (z — p)2) 22

) Ky (/0 + (o = 1)?) expl(e — o)

gdzie:
<a2 _ ﬁ2))‘/2
a(\, o, 3,0) = - , 2.60
( ) V2mar 260K\ (64/ a2 — 32) (2:60)
« - parametr ksztattu,
([ - parametr sko$nosci,
0 - parametr skali,
[ - parametr potozenia,
A - parametr okreslajacy typ rozktadu,
oraz K,(-) to normujaca rozklad funkcja Bessela III rodzaju dana wzorem:
1 > v—1 1 —1
K,(y) = B " exp —ay(x +a277) ) dx. (2.61)
0
Na parametry rozktadu nalozone sa warunki:
0<|fl<a, peR, XeR, §>0. (2.62)

Trzymajac sie konwencji, iz poszukuje sie takich rozktadéw z;, by miaty one skon-

czong i do tego jednostkowa wariancje, niezbedna jest umiejetnosé przeskalowania
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rozktadu (por. Eberlein, Prause (2001)).

Wprowadza sie zmienna pomocnicza:

¢ =by/a? — . (2.63)

Rozklad o zadanej wariancji o® (w tym przypadku o? = 1) uzyskuje sie przeliczajac

parametr rozktadu 0 wedtug wzoru:

s_ | EnlQ) B (K <KA+1(C))2
0=o0 + — . 2.64
[ ) @ E\ 0 R 200
Pozostate parametry rozktadu dane sg woéwczas zaleznosciami:
A=\, @:%5, B:%, = pu. (2.65)

Parametr )\ jest parametrem rozktadu okreslajacym jego typ i powinien by¢ esty-
mowany, jednak czesto rozwaza sie rozktady z zadang wartodciag A estymujac jedynie
pozostate parametry. Najwicksza popularnosé zdobyty rozktady z parametrem A réw-
nym (por. Weron i Weron (1998)):

e )\ =1, rozktad hiperboliczny (Hyp),

e )= —1 rozklad normalny odwrotny gaussowki (NIG).

Odpowiednie funkcje gestosci rozktadéw dane sa nastepujacymi wzorami:
dla A =1:

— a? — 2 _ 2 — )2 _
fimr) = Gt T o [V =P A =] (260

dla A = -1

2

. K, <a5 1+ (Q;“)Z)
Inia(r) = —exp (5\/042 — B2+ B(r — u)) . (2.67)

1+ (552

Przyjmujac najprostsza wersje rozktadu hiperbolicznego, czyli przypadek rozktadu
o zerowej $redniej i zerowej asymetrii (u =/ =0), uzyskuje sie najczesciej wykorzy-

stywany przypadek rozktadu o funkcji gestosci danej wzorem:

% exp (—av/E 4 72). (2.68)

f('f’) = 2(5K1
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Warunek zapewniajacy jednostkowa wariancje ma na podstawie wzoru (2.64) zdecy-

dowanie prostsza postac:

5 = (Méﬁ?ji)% . (2.69)

Granicznymi przypadkami rozktadu hiperbolicznego sa np. rozktady:

e normalny,

e Laplace’a opisany funkcja gestosci o postaci:

1 r —p
N _ _ _ 9.
f(r;o) 2Uexp( - ), 00 <1 <00 (2.70)

Przyktadowe zastosowania rozktadow hiperbolicznych znalez¢é mozna w przegla-
dowej pracy Eberleina i Kellera (por. Eberlein, Keller (1995)), a takze w pracach
Eberleina i Prause’a (por. Eberlein, Prause (2001)), Bauera (por. Bauer (2000)) oraz
Werona i Werona (por. Weron, Weron (1998)).

2.7.2. Rozklady skosne

Fakt, iz w empirycznych szeregach czasowych ujemne lub dodatnie stopy zwrotu
pojawiaja sie czesciej niz stopy zwrotu o przeciwnym znaku, udokumentowany zostat
szczegbtowo w wielu pracach z dziedziny finansow. Prace Famy z 1963 roku rozszerzyli
o inne instrumenty oraz rynki w latch 80-tych np. Kon (1984), Singleton i Wingen-
der (1986), a nastepnie np. Alles i Kling (1994). Potwierdzili oni, ze w wiekszosci
przypadkow obserwuje si¢ dodatnig skosnos¢ rozktadéw, lecz zdarzaja sie réwniez
instrumenty, dla ktérych szeregi stop zwrotu cechuja sie lewostronng sko$noscia.

Zaobserwowana skosnosé¢ w rozktadach stop zwrotu ma znaczne implikacje w wy-
cenie opcji (por. Harvey i Siddique (2000)), konstrukeji portfela (por. Kraus i Lit-
zenberger (1976), Markowitz (1991)) oraz pomiarze ryzyka metoda VaR (por. np.
Best (2000), Jorion (2001)). Konieczna jest wiec mozliwo$¢ modelowania sko$nosci

rozktadéw stop zwrotu.

Najprostszym sposobem uwzglednienia skosnosci rozktadéw stop zwrotu jest wpro-
wadzenie w rozwazanym modelu podstawowym (danym wzorem (2.50)), takiego sktad-
nika losowego z;, ktory ma rozktad skosny.

Niezbedne byto wiec poszukiwanie innych skosnych rozktadow ciggtych, ktore ce-

chowalyby sie mozliwoscia uzyskania zerowej S$redniej, jednostkowej wariancji oraz
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dodatkowo skosnosci i efektu grubych ogonéw. Znalezienie takich rozktadéow powinno
pozwoli¢ na lepsze dopasowanie empirycznych stop zwrotu do modelu oraz na po-
zostanie w konwencji, iz zmiennos¢ szacowana bedzie przez odchylenie standardowe
stop zwrotu.

Ze wzgledu na postulowany efekt grubych ogonéw, poszukiwania skupity sie przede
wszystkim wokot przeksztatcen rozktadu t-Studenta. Cze$¢ mozliwych rozwigzan przed-
stawiona zostala w pracy Bonda (por. Bond (2001)). Zaprezentowane tam modele
umozliwiajg uwzglednienie, poza skosnoscig, takze efektu zmian wariancji w cza-
sie (heteroskedastycznosci), czy autokorelacji stop zwrotu. W tym miejscu rozwa-
zania ograniczone zostang jedynie do modelowania asymetrii rozktadu stop zwrotu.
Rozwiazania umozliwiajace modelowanie pozostatych efektow przedstawione zostang
w dalszej czesci rozdzialu. Warto zaznaczyé¢, iz ostateczny model mozna budowaé
»jak z klockow” taczac poszczegdlne prezentowane rozwiazania.

Najpopularniejsze rozwiazanie przedstawili w 1998 Fernandez i Steel proponujac
procedure rozszerzenia rozktadu t-Studenta o parametr skosnosci (por. Lambert, Lau-
rent (2001) ). Procedure te mozna zastosowaé do wszelkich ciggtych, symetrycznych

rozktadéw jednomodalnych. Przedstawia si¢ ona nastepujaco:

Niech:
e zmienna u ma jednomodalna, ciagla, symetryczna gestos¢ rozktadu oznaczana
przez g(-):
u ~iid g(0,1), (2.71)
e zmienna x jest realizacja procesu Bernoulli’ego, dla ktorego prawdopodobienstwem
sukcesu rowna sie i—;:
52
Plx=1)=1-Plz=0)= —— 2.12
@=1)=1-P@=0)= g 2.72)
e zmienna € zadana jest w sposob nastepujacy:
1
e = xllu|l — (1 — z)=|ul. (2.73)

§
Mozna wtedy wykazaé¢ (por. Lambert i Laurent (2001)), ze gestosé rozktadu f(el€)

dana jest wzorem:

f(el§) = Pz =1)g(el§,x =1) + P(x = 0)g(e|]§, 2 = 0) (2.74)

2 €
T lg <g) Tj0,00)(¢) + 9(€§) [(—c0,0)(0)

=

88



2.7. Uogolnienia w zakresie z;

Uzyskany w ten sposob rozktad f(e|€) jest rozktadem jednomodalnym, o modalnej
takiej samej jak rozktad g(e€) oraz parametrze skosnosci £ > 0 Dla £ € (0, 1) otrzymu-
jemy rozktad lewostronnie skosny, a dla & € (1,400) rozklad prawostronnie skosny.
Alternatywnie parametr skosnosci mozna zdefiniowaé jako ¢ = In(§), co pozwala
powiaza¢ znak parametru z kierunkiem sko$nosci.

Stosunek odpowiednich prawdopodobienstw dla tak zdefiniowanego rozktadu sko-
Snego wynosi:

Pe>0
7}326 g O}g _e (2.75)

Na podstawie powyzszej procedury mozna nadaé¢ skosno$é dowolnym rozktadom
symetrycznym, np. rozktadowi normalnemu, t-Studenta, GED. Najwieksza popular-
nos¢, ze wzgledu na mozliwo$¢ modelowania jednoczesnie grubych ogonéw oraz ze
wzgledu na stosunkowo prosta posta¢ matematyczng rozktadu, zyskal sko$ny roz-
ktad t-Studenta.

Po zastosowaniu powyzszej procedury do rozktadu t-Studenta danego wzorem
(2.57) uzyskuje sie skosny rozktad t-Studenta. Rozktad ten posiada jednak jedna
podstawowa wade. Nie ma zerowej $redniej oraz jednostkowej wariancji, a co za tym

2 nie sa $rednia oraz wariancja, a jedynie modalng oraz

idzie parametry p oraz o
pewng miarg dyspersji. Niedogodno$é¢ te mozna wyeliminowaé przez zastosowanie
jeszcze procedury standaryzujace;j.

Momenty sko$nego rozktadu uzyskanego na podstawie wzoru (2.74) wynosza:

k
§k+1 + (—k1+)1
E(é"¢) = Mj——— 5 2.76
(1) = My (2.76)
gdzie:
M, :2/ 2*g(z)dx (2.77)
0

Dwa pierwsze momenty (Srednia oraz wariancja) dane sa wiec wzorami:

E(el§) = M, (é - %) : (2.78)

var(e|€) = (My — M?) (§2 + é) +2M} — M. (2.79)

Zastosowanie powyzszych rozwazan do rozktadu t-Studenta prowadzi do otrzy-

mania standaryzowanego skosnego rozktadu t-Studenta.
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Zaktadajac, ze gestosé rozktadu g(+) jest rozkladem t-Studenta o zerowej sredniej,
jednostkowej wariancji oraz v stopniach swobody, dwa pierwsze momenty rozktadu

f(el¢, v) dane sa wzorami (por. Lambert, Laurent):

(&) V-2 1
m = B(é,v) = LTV ( - ) | (2.80)
VT T (5) §
2 _ (2 Ly 2 2.81
s = var(e|§,v) = §+§— —m*. (2.81)
Dokonujac standaryzacji zmiennej €; wedtug wzoru:
%:Q;m (2.82)

uzyskujemy poszukiwang modyfikacje z;, ktéra posiada zerowa srednig, jednostkowsq
wariancje oraz funkcje gestosci rozktadu bedaca standaryzowanym skosnym rozkta-

dem t-Studenta o postaci:

2s m sz4+m m
f(z‘f,l/)zﬁ{g[é(sz+m)|u]l(_0070)(z+;)—|—g[ ; |y:|[[07oo)(z_|_?)}

(2.83)

Na rysunku 2.12. przedstawiono skos$ny rozktad t-Studenta uzyskany wedtug pro-
cedury zaproponowanej przez Fernandeza i Steela dla parametrow & = 0,75 oraz
v = 4. Jest to rozklad standaryzowany o Sredniej réwnej zero oraz wariancji rownej
jeden. Obok przedstawiono standaryzowany symetryczny rozktad t-Studenta rowniez

o 4 stopniach swobody.

Rysunek 2.12: Przyktadowy, standaryzowany, skosny rozktad t-Studenta
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ __; skosny ‘
— standardowy

£=0.75
v=4

0.5

0.4r

0.3

0.2

01r

6 -4 -2 0 2 4 6

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Skosny standaryzowany rozktad t-Studenta zawiera takze wszelkie standardowe
rozktady t-Studenta. Jest to bardzo wygodny w wykorzystaniu rozktad, pozwalajacy
modelowa¢ dwie, bardzo znaczace cechy rozktadéw empirycznych - grube ogony i sko-
$nos¢. Jest to nowa propozycja, ktorej znaczenie w modelowaniu szeregéw finansowych
(odnosnie rozktadéw bezwarunkowych i warunkowych) dopiero zaczyna by¢ doceniane
(por. Pipiefi i Osiewalski (1999), Peters (2001), Lambert i Laurent (2001)). Rozktad
ten bywa stosowany zaréwno w wersji standaryzowanej, jak i niestandaryzowanej, co
skutkuje, ze odpowiednie parametry (warunkowe lub bezwarunkowe) modelu (2.50)
nie oznaczaja Sredniej oraz odchylenia standardowego, a jedynie modalng oraz pewna

miare dyspersji (por. Pipient i Osiewalski (1999)).

Pomimo dos¢ skomplikowanej postaci wzoru funkcji gestosci standaryzowanego
skosnego rozktadu t-Studenta, jego aplikacja nie nastrecza wigkszych trudnosci. Pa-

rametry modelu wyznacza si¢ metoda najwickszej wiarygodnosci.

Jak juz zostalo zasygnalizowane wczesniej, procedura wyznaczania pa-
rametrow podstawowego modelu (2.50) za pomoca metody najwiekszej
wiarygodnosci dla podstawowych wykorzystywanych rozkladéw (normal-
nego, t-Studenta, GED, sko$nego t-Studenta oraz mieszanek rozkladéw)
zaprezentowana zostanie w dalszej czesci pracy po wprowadzeniu zmien-

nych w czasie parametréw Sredniej p; oraz zmiennosci oy.

2.7.3. Inne propozycje w zakresie rozkltadéw stéop zwrotu

Rozklady a-stabilne

Co prawda rozktady « — stabilne nie mieszcza sie w swej ogblnosci (poza przypad-
kiem granicznym) w klasie rozktadéw o mozliwej do uzyskania jednostkowej warian-
cji, ktore mogtyby stanowi¢ poszukiwane uogoélnienie rozktadu normalnego, lecz ze
wzgledu na ich popularnos¢ w modelowaniu rozktadow stép zwrotu, zostana ogolnie

zaprezentowane, jako kierunek kolejnych mozliwych rozwiazan.

Rodzina rozktadéw stabilnych odkryta zostata w latach trzydziestych XX wieku
przez Paula Lévy’ego, jednak propozycje zastosowania tych rozkltadéw do modelo-
wania rozkladow stop zwrotu wysunat B. Mandelbrot (por. Mandelbrot (1963)) oraz

podtrzymal Fama (por. Fama (1965)). Empirycznie udowodnione wystepowanie lep-
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tokurtozy oraz grubych ogonéw w duzej grupie analizowanych szeregdéw stop zwrotu,
a przed wszystkim fakt, ze estymatory odchylenia standardowego stop zwrotu nie
zbiegaja do pewnej wartosci nawet dla bardzo duzych préb, pozwolito im odrzuci¢
hipoteze o normalnosci rozktadéw stop zwrotu i zaproponowaé zastosowanie alterna-
tywnej klasy rozktadow do opisu gestosci rozktadéw stop zwrotu.

Nazwa rozktady ,stabilne” zwiazana jest z wtasnoscia, ze suma niezaleznych
zmiennych losowych o rozktadzie a-stabilnym (i takim samym parametrze o) jest
rowniez zmienng losowa o rozktadzie a-stabilnym. Przyczyng zainteresowania roz-
ktadami a-stabilnymi stal si¢ fakt, ze sa one uogélnieniem rozktadu normalnego,
lecz umozliwiaja modelowanie grubych ogonéw oraz znacznej kurtozy. Niestety poza
trzema przypadkami (rozktad normalny, rozktad Cauchy’ego, rozktad Lévy’ego), nie
sg znane jawne postaci rozktadu funkcji gestosci rozktadéw stabilnych, co jest pod-
stawowym utrudnieniem w stosowaniu tej klasy rozktadéw statystycznych. W pracy
Nolana przedstawione zostaly wzory umozliwiajace wyznaczenie numeryczne funkeji
gestosci oraz dystrybuanty dowolnych rozktadow stabilnych, lecz sa to wzory o bardzo
skomplikowanej postaci, zawierajace skomplikowane calki, przez co ich zastosowanie
choéby przy estymacji parametréw rozktadu jest znacznie ograniczone (por. Nolan
(1997)).

Rozktady a-stabilne definiowane sa przez funkcje charakterystyczna. Zmienna losowa
ma rozktad a-stabilny, jesli przy okreslonych warunkach natozonych na parametry

rozktadu jej funkcja charakterystyczna ma postac:

exp [mt — |ot|® (1 + ifsgn(t) tan %)] dla a#1
o(t) = ) : (2.84)
exp {mt — |ot|® (1 + iﬁsgn(t); In |t\)} dla a=1

gdzie:
1 dla t>1
sgn(t) =¢ 0 dla t=0
-1 dla t<0.

Parametry rozktadu muszg spetnia¢ dodatkowo nastepujace warunki:

O<a<2 —-1<p8<1, o>0oraz ueR.

Najwazniejszym parametrem jest parametr « zwany indeksem stabilnosci (por.

str. 75). Okresla on grubos$¢ ogonéw rozktadu. Jesli rosnie indeks stabilnosci, to maleje
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efekt grubych ogonéw rozktadu. Dla a = 2 uzyskuje si¢ rozktad normalny. Jesli
zmienna X ma rozklad a-stabilny, to E[X]* < oo dla k < a i E[X]*¥ = oo dla
a < k < 2. Rozklad normalny jest wiec jedynym rozktadem a-stabilnym o skonczonej
wariancji. Rozktad normalny jest rozktadem a-stabilnym o najlzejszych ogonach.
Pozostate parametry rozktadow stabilnych to:

(- parametr sko$nosci; dla # > 0 rozktad jest prawostronnie skosny, dla g =0
rozktad jest symetryczny, natomiast dla < 0 rozktad jest lewostronnie asy-
metryczny,

i - parametr przesuniecia, dla o > 1 parametr ten odpowiada wartosci oczekiwa-
nej rozktadu,

o - parametr skali rozktadu. Jesli mamy dwie zmienne losowe a-stabilne X i Y
o tym samym indeksie stabilnosci oraz parametrach skali odpowiednio o oraz
1, to X Loy (g oznacza zgodnos$¢ co do dystrybuanty).

Jedna z metod estymacji parametréw rozktadéw stabilnych jest metoda oparta
bezposrednio na funkcji charakterystycznej rozktadu. Parametry rozktadu uzyskuje

sie poprzez minimalizacje wyrazenia:

@(cr 3, .0) = sup (1) — (1) (2:85)
gdzie:
. ] — .
On(t) = =)  explitry] (2.86)
[yt
jest empiryczng funkcjg charakterystyczna niezaleznych obserwacji ry, 79, ..., 7,.

Szereg innych metod estymacji parametréow rozktadéw a-stabilnych wraz z po-

rownaniem zaprezentowanych zostato w pracy R. Werona (por. Weron (1995)).

Na rysunkach 2.13. oraz 2.15. przedstawiono przyktadowe funkcje gestosci roz-
ktadu stabilnego. Przedstawiono rozklady o réznej grubosci ogonéw (rézna wartosé
parametru «) oraz rozktady skosne (rézne wartosci parametru 3 dla tej samej warto-
Sci ). Rysunek 2.14. prezentuje efekt grubych ogonéw rozktadu na rysunku ze skala

logarytmiczna.
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Rysunek 2.13: Przykladowe symetryczne rozktady a-stabilne (skala liniowa)

:
a=1.1
03 — a=14
— a=1.7

- - 0=2.0

0.2

0.15

01r

0.05

0 =7 - I I I [l
-6 -4 -2 0 2 4 6

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Rysunek 2.14: Przyktadowe symetryczne rozktady a-stabilne (skala logarytmiczna)

10°H o=1.1
— o0=1.4 \
— o=17 N
- - 0=2.0 \
T . . . . . .
-6 -4 -2 0 2 4 6

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Rysunek 2.15: Przyktadowe asymetryczne rozktady a-stabilne (skala liniowa)

p=0
— B=-0.2
— B=-0.6

0.25

02r-

0.1

I I I I I I
-6 -4 -2 0 2 4 6

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Przyktad wykorzystania rozktadéw a-stabilnych do opisu rozktadéw stép zwrotu
z réznych instrumentow finansowych znalezé mozna na przyktad w pracach Sacaty
(por. Sacala (1992)), Rejmana (por. Rejman (1997)) oraz Werona i Werona (por.
Weron i Weron (1998)).

Rozklady wartosci ekstremalnych

Kolejnym podejsciem, ktére nie miesci si¢ wprost w analizowanej w tym pod-
rozdziale koncepcji jest teoria wartosci ekstremalnych (FEztreme Value Theory -
EVT). W podejsciu tym modelowane sa jedynie ogony rozktadéw, a nie jak wecze-
$niej cate rozktady. Rosnaca jednak popularnos¢ tej teorii w zarzadzaniu ryzykiem
finansowym oraz mozliwo$¢, pod pewnymi warunkami, adaptacji w analizowanych
modelach, usprawiedliwia jej zaprezentowanie.

Teoria wartosci ekstremalnych ma swoje korzenie w zagadnieniach zwigzanych
z hydrologia, gdzie stosowana byta do okreslania np. jak wysokie powinny by¢ umoc-
nienia nabrzezne, by zabezpieczaty przed tzw. sztormem stulecia badz woda stulecia.
Dopiero pozniej EVT zostata adaptowana do zagadnien zwigzanych z ubezpiecze-
niami oraz z zarzadzaniem ryzykiem finansowym.

Jak juz zostato zasygnalizowane, jest to podejécie odmienne od prezentowanego
wczesniej, gdy rozpatrywane byty cate rozktady prawdopodobienstwa realizacji okre-
slonego zdarzenia. W tym przypadku zainteresowanie skupia si¢ jedynie wokot war-
tosci tworzacych ogony rozktadéw, tzw. wartosci ekstremalnych. W koncepcji tej,

przez wartosci ekstremalne rozumie sie nie tylko obserwacje bedace minimum, lub
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maksimum w danym zbiorze, ale wszystkie obserwacje lezace poza przedziatem kilku
odchylen standardowych od sredniej. Najczesciej przyjmuje sie tutaj przedziat 4 od-
chylen standardowych. Nieuwzglednienie tych ekstremalnych obserwacji (traktujac je
jako zdarzenia nietypowe (outliers)), jak sie to czasami czyni przy wykorzystaniu od-
pornych metod statystycznych lub bagatelizowanie mozliwosci ich wystapienia, moze
by¢ przyczyna niedoszacowania ryzyka, a w konsekwencji znacznych probleméw fi-
nansowych instytucji finansowych z bankructwem wtacznie.

Podstawowe rozwazania dotyczace EVT zawarte sa w ksiazce Embrechtsa, Kliippelberga
oraz Mikoscha (por. Embrechts, Kliippelberg, Mikosch (1997)). Pojawilto sie réw-
niez wiele artykutéw dotyczacych wprost zastosowania teorii wartosci ekstremalnych
w dziedzinie zarzadzania ryzykiem finansowym poprzez zastosowanie tej teorii w po-
miarze ryzyka metodami VaR oraz FExpected Shortfall. Sposréd wielu prac wymienic
mozna prace McNeila (por. McNeil (1999), (2000)), Bensalaha (por. Bensalah (2000)),
Kélleziego i Gilliego (por. Kéllezi, Gilli (2000)) oraz Jajugi (por. Jajuga (2001b)).
Wiele ciekawych prac z tego zakresu znaleZ¢é mozna w serwisie internetowym poswie-

conym mierze VaR na stronie www.gloriamundi.org. Praktyczne zastosowanie teorii

wartosci ekstremalnych w pomiarze ryzyka instrumentéw finansowych na rynku pol-
skim znalezé mozna np. w pracy Jajugi, Kuziak, Papli, Rokity (analiza akcji i in-
dekséw) (por. Jajuga, Kuziak, Papla, Rokita (2001)) oraz Rokity (analiza warrantow
opcyjnych) (por. Rokita (2000)).

W $wietle wynikéw badan empirycznych, koniecznos¢ uwzgledniania w rozktadach

stop zwrotu wartosci ekstremalnych staje sie coraz bardziej oczywista.

W ramach EVT wyrézni¢ mozemy dwa gltowne podejscia:
e metody analizy tzw. rozktadéw wartosci ekstremalnych (extreme value di-
stributions - EVD, block mazima models),
e metody oparte na analizie obserwacji powyzej (ponizej) pewnego wyso-
kiego (niskiego) progu, czyli analizie obserwacji pochodzacych z ogona
rozktadow (peaks over threshold models - POT).

Chronologicznie pierwsza byta metoda oparta na maksimach i minimach realizacji
pochodzacych z duzych probek o identycznych rozktadach. Zastosowanie tej metody
jest stosunkowo proste i tatwe w interpretacji. Dysponujac na przyktad informacja
o maksymalnych stratach dziennych lub tygodniowych, przybliza si¢ rozktad pozwa-

lajacy oszacowac rozktad maksymalnych strat w przysztosci na przestrzeni kwartatu,
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czy tez roku. Podejscie to koresponduje w prosty sposob z koncepcja testow wartosci
skrajnych (stress tests) (por. Best (2000), Jorion (2001)), ktéra jest uzupelnieniem
metody pomiaru ryzyka wg koncepcji VaR.

Technika ta opiera sie na twierdzeniu Fishera i Tippeta (por. Fisher, Tippet
(1928)) oraz twierdzeniu Gnedenki z 1943 roku (por. Bradley i Taqqu (2001)).

Twierdzenie Fishera-Tippeta

Rozpatrzmy ciag zmiennych losowych {Y;}, ktére sa niezalezne i maja iden-
tyczne rozktady. Podzielmy ten ciag na k podciggéw o réwnej dtugosci n.
Dla j = 1,2,...,k wyznaczamy maksimum z n obserwacji dla kazdego z pod-
ciagow:

MY = max(Y? 7 7,0 v, (2.87)
Jesli istnieja state a, i b, takie, ze wraz ze wzrostem dtugosci podciagow n,

rozktad (M,, — b,)/a, zbiega do dystrybuanty G:

lim P (M"i;b" < z) G2, (2.88)

n—00 Qa
to ta dystrybuanta nalezy do jednego z trzech rozktaddow:

e rozkladu Frécheta:
0 dla 2<0
Gr(z) = ; a>0 (2.89)
exp(—z%) dla z2>0
e rozkladu Weibulla:
exp(—(—=2)%) dla 2<0

Gw(z) = ; a>0 (2.90)
0 dla z>0

e rozkladu Gumbela:

Ga(z) = exp (—exp(—2)); z €R (2.91)

Rozktad Frécheta jest rozktadem prawostronnie skosnym, rozktad Weibulla roz-
ktadem lewostronnie skosnym, a rozktad Gumbela rozktadem symetrycznym. Naj-
wieksza popularno$¢ w finansach i ubezpieczeniach zyskat rozktad Frécheta, stoso-

wany do modelowania grubych ogonéw rozktadow strat.
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Powyzsze trzy rozklady mozna zapisa¢ w postaci ogolnej z parametrem ksztattu
danym wspoétczynnikiem £. Pamietajac, ze rozktady powyzsze sg rozktadami standa-

ryzowanymi, czyli:

Z = : (2.92)

gdzie p to parametr polozenia, a o - parametr skali, uogélniony rozktad wartosci

ekstremalnej (Generalized Extreme Value Distribution - GEVD) dany jest wzorem:

p -

exp —<1+§%)_] dla €40
L +

Ge(z) = (2.93)
exp :—exp <—y_“>} dla £=0,

o=

g

\

gdzie (z); = max(0, z).

Wartos¢ parametru ¢ decyduje o ksztatcie rozktadu. Im wigksza warto$é¢ bez-

wzgledna parametru ksztattu, tym ,grubsze” ogony rozktadu.

Twierdzenie Gnedenki okresla warunki, jakie musi spetnia¢ funkcja F', by rozktad

standaryzowanych maksiméw zbiegal do rozkladu GEV, co oznacza sie przez?

F € MDA(Gy).

Twierdzenie Gnedenki

Dystrybuanta F' € MDA(Gg), dla £ > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy:

Fly)=1-F(y) =y L(y) (2.94)

dla pewnej wolno zmieniajacej sie funkcji L(y).

Funkcje L(y) nazywamy wolno zmieniajaca sie, gdy:

o L) _
L/O yhj& T) 1. (2.95)

Z poréwnania wzoru (2.93) z wzorami (2.89), (2.90) i (2.91) wynika, ze dla:

e ¢ >0, mamy do czynienia z rozkladem Frécheta (£ = a™1),

20(F is in the Mazimum Domain of Attraction of G - MDA.)
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e £ <0, mamy do czynienia z rozktadem Weibulla (£ = —a™1),

o £ — 0, rozktad GEV zbiega do rozktadu Gumbela,

gdzie « jest indeksem grubosci ogona.

GEVD stosuje sie, gdy nie mozna okredli¢ typu rozkltadu maksimow. Parametry
&, p i o estymuje sie metoda najwicksze] wiarygodnosci lub poprzez zastosowanie
procedur uproszczonych. Uproszczenie polega na estymacji parametru potozenia oraz
skali, standaryzacji danych wedlug wzoru (2.92), a nastepnie szacowaniu tylko na
podstawie zestandaryzowanych danych parametru ksztattu. Do estymacji parametru
ksztaltu wykorzystuje sie klasyczne estymatory, np. estymator Hilla (por. Hill (1975)),
estymator Pickandsa (por. Pickands (1975)), badZ estymator Dekkersa-Einmahla-de
Haana (por. Dekkers, Einmahl, de Haan (1989)). Podsumowanie wtasnosci tych es-
tymatoréw oraz przyktady zastosowan znalezé mozna w pracy Werona (por. We-
ron (1998)). Ze wzgledu na problemy ze stabilizowaniem si¢ estymatoréw grubosci
ogondw, czesciej zaleca sie metode najwiekszej wiarygodnosci. Odpowiednia proce-
dura oraz posta¢ maksymalizowanej funkcji wiarygodnosci przedstawione zostata np.
w pracy Kélleziego i Gilliego (por. Kéllezi, Gilli (2000)).

Drugim podejsciem w ramach teorii zdarzen ekstremalnych sa modele wykorzy-
stujace obserwacje powyzej pewnego wysokiego progu (lub analogicznie dla drugiego
ogona rozktadu ponizej pewnego niskiego progu). Jest to grupa narzedzi wykorzysty-
wanych rowniez w zakresie pomiaru ryzyka finansowego przy pomocy miar zagrozenia
(VaR i ES).

Poniewaz potencjalne straty przedstawiane sg ze znakiem dodatnim, rozwazania pro-
wadzi si¢ w kontekscie prawego ogona rozktadu strat, co odpowiada w rzeczywistosci

lewemu ogonowi rozktadu stop zwrotu.

Oznaczmy przez zmienng L tym razem wielko$¢ strat w rozwazanym okresie.
Zmienna L charakteryzuje si¢ nieznang dystrybuanta F'. Przedstawiana metoda umoz-
liwia przyblizenie dystrybuanty F' dla argumentéw bardzo odlegtych od $redniej, czyli
w ogonie. Pomocne w tym zadaniu bedzie pojecie warunkowej dystrybuanty:.

Warunkowa dystrybuanta, ze zmienna L (strata) przekroczy zadany prog u o wiel-

kos¢ y dana jest wzorem:
Fu(y) = P(L—u<y|L>u), (2.96)
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dla 0 <y <lp —u, gdzie [p < 00 jest kresem goérnym zbioru stanowigcego dziedzine
funkcji F.
Warunkowa dystrybuanta wyrazana jest w odniesieniu do dystrybuanty £ wzorem:

Fu+vy)— F(u) _ F(l) — F(u)
1— F(u) 1— F(u)

Fu(y) = (2.97)

Po przeksztalceniu powyzszego wzoru, szacowana dystrybuanta /' wyraza si¢ wzorem:

F(l) = (1 - F(u)) Fu(y) + Flu). (2.98)

Poniewaz realizacje zmiennej L leza gltéwnie w przedziale [0, u], wyznaczenie wartosci

F(u) nie stanowi zwykle problemu i estymator F'(u) przyjmuje postaé:

Flu)=" _nN”, (2.99)

gdzie:
n - liczba wszystkich obserwacji,

N, - liczba obserwacji przekraczajacych prog w.

Problemem jest natomiast estymacja warunkowej dystrybuanty F,, gdyz w ob-
szarze powyzej progu u obserwuje si¢ niewielka liczbe obserwacji.
Pomocne okazuje sie twierdzenie Pickandsa (por. Pickands (1975)) oraz Belkemy i de
Haana (por. Belkema, de Haan (1974)).

Twierdzenie Pickandsa, Belkemy, de Haana
Dla szerokiej klasy rozktadéw (obejmujacej np. rozkltad normalny, log-normalny,
X2, t-Studenta, F, gamma, beta, wyktadniczy) istnieje funkcja 5(u) taka, ze wraz

ze wzrostem progu u, dystrybuanta F,(y) zbiega do dystrybuanty Ge g (y):

lim  sup | Fu(y) — Gep(y)| =0, (2.100)
U=TF  <y<zp—u
gdzie:
r Y 7%
1—(1+ SB dla £+#0
Geply) = (2.101)

Y
1 —exp (——) dla =0
0 3 ¢
B>0,y>0dla&>0oraz 0 <y < —3/¢dlaé <0.
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Wspblezynnik € jest parametrem ksztattu, a 3 to parametr skali.
Wzér (2.101) nazywa si¢ uogélnionym rozktadem Pareto (Generalized Pareto

Distribution - GPD), a jego szczegdlne przypadki to:
e dla & > 0, rozktad Pareto z grubymi ogonami,
e dla £ = 0, rozktad wyktadniczy,
e dla £ <0, tzw. rozktad Pareto typu II.

Na podstawie wzoréw (2.98),(2.99), (2.100) i (2.101), dystrybuanta F(l) w ogonie

rozktadu ma postac:

o=

F()=1- % (1 + %(l - u))_ . (2.102)

Oczywiscie chcac otrzymaé funkcje gestosci rozkltadu w ogonie wystarczy wyzna-
czy¢ pochodng z funkeji F (1) wzgledem zmiennej L.

Nalezy jednak pamietaé, ze tak opisang funkcjg dystrybuanty, badz
gestosci rozkladu mozna sie postugiwaé jedynie dla I > u.

Takze w tym przypadku parametry funkcji F'(I) estymuje sie za pomoca funkcji
najwiekszej wiarygodnosci lub za pomoca metod uproszczonych, wykorzystujacych

estymatory grubosci ogonéw (por. Kéllezi i Gilli (2000), Weron i Weron (1998)).

W obu prezentowanych metodach najwiecej ktopotu sprawia fakt, ze odpowiednie
parametry modeli szacuje si¢ na podstawie niewielkiej liczby obserwacji. W metodzie
pierwszej, szereg nalezy podzieli¢ na na podokresy o réwnej dtugosci, a nastepnie dla
kazdego podokresu wyznaczy¢ jedng maksymalng obserwacje. Im dtuzsze podokresy,
tym lepsza zbieznos¢ rozkltadu maksimow do rozktadu GEV, lecz mniej obserwacji do
estymacji parametréw rozktadu. Natomiast dla metody drugiej, im wyzszy prog u,
tym lepsza zbieznosé warunkowej dystrybuanty rozktadu do rozktadu GPD, lecz mniej
obserwacji do estymacji parametow rozktadu, co moze skutkowa¢ btedami w oszaco-
waniu parametréw. Odpowiedni wybor dtugoséci bloku oraz progu jest kluczowym

zagadnieniem przy stosowaniu tych narzedzi.

Mieszanki rozkladow
Podejscie oparte na zatozeniu, ze rozktad stop zwrotu mozna przyblizy¢ mieszanka

rozkltadéw normalnych postulowane byto juz w wielokrotnie przywolywanej pracy
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Famy z 1965 roku. Fama zaktadal, ze efekt grubych ogonéw spowodowany jest fak-
tem, ze pomiedzy zamknieciem gietd w piatek a otwarciem w poniedziatek mijaja trzy
dni kalendarzowe, ale tylko jeden ,dzien” sesyjny, co powoduje gromadzenie informa-
¢ji, ktore mogg wpltywaé na kursy i powinno skutkowaé trzykrotnie wiekszg wariancja
stop zwrotu przez weekend. Zagadnienie to sygnalizowane byto na str. 76, jako jeden
z przejawow tzw. efektéw kalendarzowych. Fama zaproponowat, aby osobno modelo-
wacé stopy zwrotu przez weekend, poprzez wprowadzenie drugiego rozktadu o wiekszej
wariancji. Badania empiryczne nie potwierdzity jednak hipotezy Famy. Nie zaobser-
wowano wystepowania trzykrotnie wickszej wariancji przez weekend w stosunku do
pozostatych dni. Takze rozktady stép zwrotu dla okreséw weekendowych oraz osobno
pozostalych dni tygodnia nie charakteryzowaty sie rozktadem normalnym i posiadaty
grube ogony. Byto to powodem odrzucenia przez Fame zatozenia, ze wystepowanie
grubych ogonéw mozna wyttumaczy¢ tak rozumiang mieszanka rozktadéw normal-

nych.

Sama koncepcja modelowania rozktadéw stop zwrotu poprzez mieszanki rozkta-
dow normalnych nie ulegta zapomnieniu. Zmienito sie tylko jedno - okreslenie punktu
czasu, w ktorym stopa zwrotu pochodzi z innego rozktadu. W propozycji Famy, punk-
tem tym byly wszystkie dni sesyjne, ktére w dniach kalendarzowych liczyty wiecej
niz jeden dzien. Im wiecej dni kalendarzowych, tym wieksza wariancja przyjmowa-
nego rozktadu btedu modelu z;. W pozniejszych propozycjach, punkt ten obierany byt
losowo. W odréznieniu od koncepcji Famy, ktéra miata za zadanie opisaé¢ efekt gro-
madzenia sie informacji przez dni nietransakcyjne, w tym przypadku model opisuje

wptyw naglych, a niespodziewanych informacji.
W najprostszej formie, koncepcje te mozna opisa¢ w nastepujacy sposob:

1+ o012,z prawdopodobienstwem p
=2 oy > 01, p>05  (2.103)

fo + 02z 7z prawdopodobiefistwem (1 — p)

lub w postaci:
re ~p N(py,01) + (1= p) N(pz, 02) (2.104)
Ten sam model zapisuje sie rowniez w postaci:

re=p+ oz, (2.105)
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gdzie:

N(0,1) =z prawdopodobienstwem p
2y ~ 0.1) (2.106)
N(k,0) =z prawdopodobienstwem (1 — p)
W metodzie tej mozna wiec przyjaé, ze stopa zwrotu ksztaltowana jest przez dwa

czynniki:

strukturalny - reprezentowany przez rozktad normalny z wiekszym prawdopodo-

bienstwem (p > %), opisujacy typowe zachowanie stop zwrotu,

losowy - wystepujacy z mniejszym prawdopodobienstwem i opisujacy nietypowe za-

chowanie stop zwrotu.

W pracy Moixa analizie poddany zostal najprostszy model mieszanki rozktadow

normalnych o parametrach p; = pus, 01 # 09 oraz p = % w celu wykazania, iz taki
rozklad cechuje sie leptokurtoza i grubymi ogonami (por. Moix (2001)). Wspo6tezynnik
kurtozy takiego rozktadu dany jest wzorem:
2 2\2
k=3 <1 + (Uaiag)) > 3, (2.107)
2

(01 + 03)°

co jest potwierdzeniem mozliwo$ci modelowania rozktadow o grubych ogonach mie-

szankami rozktadéw normalnych.

Odmienna wersja modelu z mieszaning rozktadéw normalnych zaprezentowala
przez Zangariego do pomiaru ryzyka metoda VaR (por. Zangari (1996)). W sposéb

troche bardziej ogélny niz proponowat autor, model ten mozna zapisa¢ w postaci:

re = 1+ o121 + T + 02294, (2.108)
gdzie:

214~ N(0,1) 294 ~ N(0,1) (2.109)

Pmp=1)=1-P(m=0)=p (2.110)

W obydwu zaprezentowanych metodach, parametry rozktadéw moga by¢ funk-

cjami czasu.
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Metody te pozwalaja na modelowanie zaréwno rozktadéw symetrycznych (p; = po),
jaki i rozktadow asymetrycznych (17 # p2). Choé rozktady te sa mieszanka rozktadéw
normalnych, to w ogélnym przypadku nie sg rozktadami normalnymi?!.

Na rysunkach 2.16. oraz 2.17. przedstawiono przyktadowe funkcje gestosci rozkta-
dow bedacych mieszankami rozktadéw normalnych w przypadku z réwnymi parame-
trami p oraz w przypadku asymetrycznym z réznymi $rednimi rozktadow.

W powyzszych modelach estymacji podlegaja zaréwno parametry rozktadow g,
o, 01 1 09, jak i prawdopodobienistwo, ze obserwacja bedzie pochodzi¢ z okreslonego

rozktadu.

Rysunek 2.16: Symetryczna mieszanka rozktadéw normalnych
N : : : : —

- -~ N(0,2)

—— mieszanka

035 B

03t p=0.8

0.25

0.2r-

0.15

0.1

0.05

o . ) .
6 -4 -2 0 2 4 6

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Rysunek 2.17: Skosna mieszanka rozktadow normalnych
041 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ N(0,1) ‘ H
—— N(-1,2)

—— mieszanka
0.35- —

p=0.8

03r

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

0

L
-6 -4 -2 0 2 4 6

Zrodlo: opracowanie wlasne.

21Rozktad wynikowy jest rozktadem normalnym tylko w przypadku trywialnym, gdy p1 = p2 oraz

g1 = 02.
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Kolejnym, znacznie ciekawszym przyktadem dajacym si¢ sprowadzi¢ do mieszanki
rozktadow, i z tego powodu opisywanym w tym miejscu pracy, jest model zwany
w literaturze modelem skoku i dyfuzji (jump-diffusion model).

Model ten umozliwia opis nieciagtoséci w trajektoriach cen. Odnosi si¢ to do modeli
z czasem ciggtym. W modelach stop zwrotu z czasem dyskretnym, ktére rozpatru-
jemy w tym podrozdziale, umozliwia on modelowanie pojawiajacych si¢ w sposéb
nieprzewidywalny zdarzen rzadkich polegajacych na wystepowaniu szczegdlnie du-
zych (co do wartosci absolutnych) stép zwrotu. Efekt ten obserwowany jest silniej na
rynkach walutowych, niz na rynkach akcji (por. Jorion (1988)). Jest to kolejny model

umozliwiajacy opis rozktadéw z grubymi ogonami.

Powracajac do rozwazan z podrozdziatu (2.3.)%%, w ogdlnej postaci proces ten dla

czasu ciagtego zdefiniowany jest w sposéb nastepujacy (por. Kou (1984)):

N(t)
dX(t
T(t)) = pdt + odB(t) + d Z(VZ -1, (2.111)
i=1
gdzie:

N(t) - ma rozktad Poissona ze wspétczynnikiem intensywnosci rownym A'dt (A > 0)

oznaczajacym srednig liczbe skokow w podokresie dt,

g (Ndt)E
P(N(t)=k)=e? dtT (2.112)
{Vi} - tociag niezaleznych, identycznych, niezerowych zmiennych takich, ze Y; = In(V;)

ma w najprostszym przypadku rozktad normalny Y; ~ N(6,6?).

Model bardzo czesto w literaturze prezentowany jako jump-diffusion (por. Wil-

mott (1999)) dany wzorem:

dX(t)
———= = udt dB(t ;—1)d 2.11
gdzie:
0 z prawdopodobienstwem 1 — Ndt
dqg = (2.114)

1 z prawdopodobienstwem ' dt

22Zwyczajowo w modelach z czasem ciaglym parametry p i o wyrazone sa w skali roku, a w mo-
delach z czasem dyskretnym, wyrazone sa one w skali odcinka czasu pomiedzy poszczegdlnymi
punktami czasu (najczedciej w skali jednego dnia), co pozwala opusci¢ w zapisie modeli czynnik at.

Ta drobna nie konsekwencja zachodzi réwniez w ponizszych modelach.
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jest jedynie przyblizeniem wzoru (2.111) zaktadajacym, ze w ciagu czasu dt moze

wystapi¢ co najwyzej jeden skok.

Odpowiednikiem procesu (2.111) jest dla przypadku z czasem dyskretnym model
(por. Press (1968), Kou (1984), Moix (2001))%:

N()
rt:,u+azt+ZYi, (2.115)
i=1
k
P(N(t)=k) = e_’\%, (2.116)
Y; ~ N(6,5%). (2.117)

Warto zaznaczy¢, ze z modelu (2.113) w wersji z czasem dyskretnym uzyskujemy

prezentowany wczesniej model bedacy mieszanka dwdch rozktadéw normalnych.

Stopy zwrotu (czy ogdlnie dowolna zmienna losowa ;) generowane przez model
opisany réwnaniami (2.115), (2.116), (2.117) maja rozktad gestosci prawdopodobien-
stwa dany nastepujacym wzorem (por. Moix (2001)):

f(Tt):Z

Na podstawie wzoru (2.118) mozna stwierdzié, iz rozpatrywany mo-

| a

A
NN (i + k0, 0% + k%) (2.118)

3

del jest nieskonczong mieszanky rozkladéw normalnych uwzglednianych
z prawdopodobienstwem pochodzacym z rozkladu Poissona, co usprawie-
dliwia prezentacje tego modelu w tym podrozdziale.
Funkcja gestosci jest leptokurtotyczna, o ile A > 0 oraz jest symetryczna jesli = 6.
W pracy Dasa oraz Sundarama (por. Das, Sundaram (1999)) zaprezentowane zo-
staly wzory pozwalajace okresli¢ Srednig, wariancje, skosnos¢ oraz kurtoze rozktadu
bedacego wynikiem prezentowanego modelu. Wyniki te moga by¢ podstawa do szaco-
wania parametrow modelu metodami parametrycznymi, jednak czesciej wykorzystuje
sie metode najwiekszej wiarygodnosci (por. Jorion (1988)).
Analizie podlegaja réwniez modele skoku i dyfuzji, w ktérych w czesci zwiaza-

nej ze skokami, rozktad normalny zastepuje sie innymi rozktadami, np. podwojnym

23Takze wspélczynnik intensywnoéci podawany jest w tym przypadku w skali horyzontu stopy

zwrotu, czyli A = N dt.
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rozktadem wyktadniczym danym wzorem:

1 _lz=sl

fri(x) = 2—6 no, 0<n<l. (2.119)
n

Przyjecie takiego rozktadu powoduje, ze mieszanka rozktadéw posiada bardziej wy-
smukly posta¢ wokét modalnej. W zaleznosci od wartosci parametru s, mozliwe
jest uzyskiwanie rozktadow symetrycznych, prawo- lub lewostronnie sko$nych. Mo-
del z rozktadem skokow opisanym wzorem (2.119) analizowany jest szeroko w pracy
Kou (por. Kou (1999)).

Na zakonczenie rozwazan o ksztalcie funkcji gestosci standaryzowanych rozkta-
dow stop zwrotu, warto zaznaczy¢, iz temat wcale nie zostal jeszcze przez badaczy
zamkniety. Pojawity sie kolejne uogélnienia. W dotychczasowych rozwazaniach zakta-
dano, ze ksztatt funkcji gestosci jest staly, tzn. o ile w danym rozktadzie wystepuje
liczba stopni swobody, czy parametr sko$nosci, to sa one stale w czasie, lecz tak
by¢ przeciez nie musi. Parametry te moga zosta¢ uzaleznione od czasu, a najprost-
szym rozwigzaniem pozostajg zaleznodci autoregresyjne, polegajace na tym, ze ksztatt
rozktadu, np. grubos¢ ogonéw, czy skosnos¢ zalezy w jakis sposdb od grubosci ogo-
now, czy skosnosci w chwili poprzedniej. Jest to jednak podejscie stosunkowo nowe
i rzadko jeszcze stosowane (por. Hansen (1994), Harvey i Siddique (1999), (2000),
Tauchen (2001)).

Podsumowujac, w niniejszym podrozdziale zaprezentowanych zostato szereg roz-
wigzan w zakresie modelowania rozktadéw stop zwrotu. Tabela 2.2 prezentuje zesta-

wienie podstawowych cech prezentowanych propozycji.
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Tabela 2.2: Zestawienie cech rozktadow

Propozycje Rozktady

opisujace cale rozktady rozktady: normalny, t-Studenta,
skosny t-Studenta, GED, hiper-

boliczny, «-stabilny, mieszanki

rozktadow
opisujace ogony rozktadow rozktady wartosci ekstremalnych
symetryczne rozktady: normalny, t-Studenta,
GED
o mozliwej asymetrii rozktady: sko$ny t-Studenta, hi-

perboliczny, a-stabilny, mieszanki

rozkladow

o mozliwej do uzyskania jednost- | rozktady: normalny, t-Studenta,
kowej wariancji skosny t-Studenta, GED, hiper-
boliczny, wartosci ekstremalnych,

mieszanki rozkladow

nieskalowalne do jednostkowej | rozktady a-stabilne (« # 2)

wariancji

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Wiele z tych rozwiazan znajduje zastosowanie nie w modelowaniu bezwarunko-
wych rozktadéw stop zwrotu, ale przede wszystkim - rozkladéw warunkowych (por.
podrozdzial 2.9.).

Do modelowania szeregéw finansowych (w zakresie rozkltadéw warunko-
wych, jak i bezwarunkowych) wykorzystuje sie przede wszystkim rozktady,

ktore:

e opisujg caly rozklad, a nie tylko ogon, jednak posiadajg wlasnosci

umozliwiajace uwzglednienie zjawiska grubych ogonéw,

e umozliwiajg skalowanie do jednostkowej wariancji, co powoduje ze
parametr o jest wprost (warunkowsa lub bezwarunkowa) zmiennoscia

szeregu stop zwrotu.
Wazna cecha moze by¢ réwniez mozliwo$é opisu skosnosci.
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Wszystkie te wtasnosci posiadaja, z zaprezentowanych rozktadéw, jedynie roz-
ktady hiperboliczne oraz sko$ne rozktady t-Studenta. Te ostatnie sg propozycja wzgled-
nie nowa, jeszcze stosunkowo mato popularna, mozna sie jednak spodziewac, ze ze
wzgledu na ich wtasnosci oraz stosunkows tatwosé estymacji parametrow, popularnosé
ich bedzie rosta w najblizszych latach (na poczatku niewatpliwie w teorii wspo6tcze-

snych finanséw, a w przysztosci rowniez w praktyce).

2.7.4. Niezaleznos¢ z

Jak juz zostalo wspomniane, szeregi stop zwrotu moga cechowa¢ sie autokorelacja
bardzo wysokich rzedéw, co oznacza dtuga pamie¢ proceséw. Formalna definicja dtu-
goterminowej pamieci procesu wprowadzona zostanie w podrozdziale 2.8.2., w ktorym
przedstawiony zostanie odmienny, czesciej wykorzystywany sposob modelowania tego
efektu poprzez procesy z klasy ARFIMA(p,d, q).

W tym miejscu przedstawione zostana jedynie podstawowe wiadomosci o mode-
lowaniu dtugookresowej pamieci procesu poprzez utamkowy ruch Browna. Taki
podzial wynika z checi zachowania struktury pracy oraz z faktu, iz pomimo tego, ze
co prawda zaréwno utamkowy ruch Browna, jak i modele ARFIM A opisuja to samo

zjawisko, to robig to w odmienny sposéb.

Pierwszym modelem umozliwiajacym opis dtugoterminowej zaleznosci danych byt
model utamkowego ruchu Browna wprowadzony przez Mandelbrota i van Nessa (por.
Mandelbrot, van Ness (1968)). Podejscie to jest uogélnieniem standardowego ruchu
Browna polegajacym na ostabieniu zalozenia o niezaleznosci przyrostow procesu. Jest
to intuicyjnie najprostsze podejscie, gdyz modelowanie dtugiej pamieci dla czynnika
losowego z; w analizowanym modelu (2.50), automatycznie gwarantuje, ze szereg stop

zwrotu r; bedzie cechowal sie takg samg wtasnoscia.

Definicja 2.13.
Utamkowy ruch Browna - {Bpg(t),t > 0} to gaussowski proces zdefiniowany dla
czasu ciagltego, z zerowa $rednia (B (0) = 0), stacjonarnymi przyrostami, kté-

rego wariancja dana jest wzorem:
var[By(t)] = E[B%4(t)] = t*,  H e (0,1) (2.120)
a kowariancja:

cov[By(t), By(s)] = = ("7 + 2" — |s —¢[*"),  H €(0,1). (2.121)

DO | —
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Jest to tzw. ,proces samopodobny”, gdyz dla kazdej stalej (a > 0) nastepuje réwnosé
co do dystrybuanty proceséw {af? By (t),t > 0} oraz {By(at),t > 1}.
Stata H, zwana ,indeksem samopodobienstwa”, decyduje o wtasnosciach procesu.
7 punktu widzenia jednak modelowania szeregéw stop zwrotu bardziej interesu-

jacy jest proces przyrostow utamkowego ruchu Browna:

dBy(t) = By(t+dt) — Bg(t)  (w wersji z czasem ciagtym), (2.122)

ABg(t) = Bu(t + at) — By(t)  (w wersji z czasem dyskretnym). (2.123)

Proces przyrostéow jest stacjonarnym, gaussowskim procesem, ktorego funkcja

autokowariancji dla (k > 0) dana jest wzorem:
1
v(k) = E[aBy(t), ABy (t+kat)] = §At2H [(k+ 1) — 2> — |k — 1]?7], (2.124)
a wariancja przyrostow:
var[aBy(t)] = at*. (2.125)

Aby zachowaé wiec zgodnosé z wzorem (2.31), nalezy przyrosty odpowiednio prze-
skalowa¢ tak, aby ich wariancja byta réwna at. Operacja ta nie zmienia jednak struk-
tury autokorelacyjnej przyrostow umozliwiajacej modelowanie dtugoterminowych za-
leznoéci. Efekt dtugiej pamieci objawia sie bowiem tym, ze dla duzych odstepow,
gdy k — oo, funkcja autokowariancji, a tym samym funkcja autokorelacji, wygasa

asymptotycznie (co do statej) zgodnie z wzorem:
(k) ~ H(2H — 1)k*H 2, (2.126)

o ile tylko H # %

To wtasnie fakt, ze funkcja autokorelacji zanika powoli, tak jak funkcja hiperbo-
liczna, umozliwia opis dlugiej pamieci proceséw. Przypadek, gdy H = %, to stan-
dardowy ruch Browna o przyrostach niezaleznych. W zastosowaniach finansowych,
wykorzystuje sie jedynie przypadek, gdy H € (%, 1), co umozliwia modelowanie dtu-
goterminowej zaleznosci przyrostow z efektem dodatniej korelacji.

Szeroki opis metod estymacji parametru H utamkowego ruchu Browna znalez¢
mozna w pracy Taqqu, Teverovsky’ego i Willingera (por. Taqqu, Teverovsky, Wil-
linger (1995)), natomiast metody zastosowania utamkowego ruchu Browna w mode-

lowaniu finansowych szeregdéw czasowych oraz wycenie opcji znalezé mozna w pracy
Burneckiego (por. Burnecki (1998)).

110



2.8. Uogolnienia w zakresie

Wiecej na temat dtugoterminowej zaleznosci danych przedstawione zostanie w pod-
rozdziale 2.8.2. podczas prezentacji wtasnosci modeli z klasy ARFIM A, ktére w dzie-
dzinie modelowania finansowych szeregéw czasowych zdobyty znacznie wieksza po-
pularnos¢, a ktorych funkcja autokorelacji zanika dla duzych odstepéw réowniez jak

hiperbola.

2.8. Uogodlnienia w zakresie

Do tej pory zakladano, ze parametr ¢ w modelu (2.50) jest staly w czasie i oznacza

warto$¢ oczekiwang procesu 7y, ktéra mozna oszacowac jako

1 N

Jest to $cisle rzecz ujmujac tzw. bezwarunkowa wartosé oczekiwana, ktorej esty-
matorem jest Srednia arytmetyczna wyznaczana na podstawie wszystkich obserwacji,
a w kazdym razie duzego zbioru obserwacji. Jak juz zostato zasygnalizowane wcze-
$niej, w wielu zagadnieniach przyjmuje sie, iz tak zdefiniowana wartos¢ oczekiwana
jest réwna zero (szczegdlnie dla krotkich horyzontéw stép zwrotu). Najezesciej roz-
wazanymi zaleznosciami sa zwiazki korelacyjne pomiedzy odpowiednio op6znionymi
szeregami stop zwrotu.

W niektorych analizowanych szeregach czasowych obserwuje sie bowiem, iz kolejne
stopy zwrotu nie sa niezalezne. Po wzrostach (dodatnich stopach zwrotu) wystepuja
czesciej kolejne wzrosty, a po spadkach (ujemne stopy zwrotu) kolejne spadki. Bywa,
iz efekt ten jest na tyle silny, ze nie uwzglednienie go w procesie modelowania stop
zwrotu moze mie¢ znaczny wplyw na proces zarzadzania ryzykiem. Przywotany efekt
zaleznosci objawia sie dodatnig autokorelacja stop zwrotu.

Zanim przytoczone zostang prace potwierdzajace efekt autokorelacji oraz metody mo-
delowania tego zjawiska, niezbedne jest wprowadzenie pojecia autokorelacji w kon-

tekécie proceséw z czasem dyskretnym?*.

Czesto pojecie autokorelacji definiuje sie poprzez funkcje autokowariancji procesu.
Autokowariancja y(+) rzedu k nazywa sie kowariancje pomiedzy wartosciami pro-

cesu ry 1 ry45. Dysponujac jedynie skoniczong realizacjg procesu stop zwrotu o dtugosci

24W modelach z czasem ciaglym, w odpowiednich operatorach wartoéci oczekiwanych sumowanie

zastapione jest catkowaniem.
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T', estymator autokowariancji dany jest wzorem:

T—k
. 1 Z . X
’}/<k) = T——k tZI(Tt—M)(TtJrk—,M), k:0,1,2,3,... (2128)

Dodatkowo zachodzi wlasnosé, iz (k) = v(—k).

Estymator autokorelacji p(k) rzedu k dany jest zaleznoécig?:
V(k)
7(0)

Poniewaz tak zdefiniowana autokorelacja jest przyktadem wspotczynnika korela-

plk) = (2.130)

cji Pearsona, jest ona unormowana, a jej znak okresla kierunek zaleznosci. Wtasno-
Sci asymptotyczne wspotczynnika autokorelacji znalezé mozna np. w pracy Taylora
(1986) (por. Taylor (1986)).

Prac dokumentujgcych wystepowanie efektu autokorelacji stop zwrotu jest duzo.
Do pierwszych zaliczy¢ nalezy niewatpliwie prace Famy (por. Fama (1965)) oraz Gre-
ene’a i Fielitza (por. Greene i Fielitz (1977)). Analizowali oni przede wszystkim au-
tokorelacje rzedu pierwszego i wykazali istnienie owej autokorelacji w szeregach stop
zwrotu. Dodatkowo dla szeregow stop zwrotu z akcji wykazali, ze autokorelacja do-
datnia wystepuje dwa, trzy razy czedciej niz ujemna. Silniejszymi zalezno$ciami au-
tokorelacyjnymi od pojedynczych akcji cechuja si¢ indeksy. Prace empiryczne w tym
zakresie prowadzit np. Officer (por. Officer (1975)). Dodatkowym zaobserwowanym
faktem jest takze czestsze wystepowanie ujemnej autokorelacji stop zwrotu dla to-
waréw, a przede wszystkim metali. Silne autokorelacje rzedéw wyzszych niz jeden
wystepuja rzadko 1 najczeScie] majg znak ujemny. Szacuje sie, iz jedynie dla 10%
szeregdw wyzsze autokorelacje przekraczaja co do wartoéci bezwzglednej 0,05 (por.
Fama (1965), Taylor (1986)). Szerokie podsumowanie badan empirycznych dotycza-
cych autokorelacji w szeregach stop zwrotu dla réznych okresow, rynkéw, instrumen-
téw znalezé mozna w pracach Lo i Wanga (por. Lo i Wang (1995)), Cambella, Lo
oraz MacKinlay’a (por. Cambell, MacKinlay (1997)), a takze w cytowanej juz pracy
Taylora z 1986 roku.

25Tak zdefiniowany estymator jest estymatorem nieobcigzonym w przeciwienstwie do czesto spo-

tykanej jego wersji:

Tik(ﬁ — @) (ren — )
plk) = —— (2.129)
t;(n —[1)?
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Wyniki dotyczace szeregdéw czasowych z rynku polskiego znalez¢ mozna w wielu
pracach, najczedciej w kontekscie analizy stabej efektywnosci polskiego rynku kapi-
talowego (por. Jajuga (red.) (2000a), Czekaj, Wos, Zarnowski (2001)). Wnioski nie
odbiegaja od tych uzyskanych dla rynkow zagranicznych. Dla szeregéw stop zwrotu

z instrumentéw notowanych na Gieldzie Papierow Wartosciowych w Warszawie:

e wickszo$¢ autokorelacji rzedu pierwszego jest istotnie rézna od zera,
o wickszo$¢ autokorelacji rzedu pierwszego jest dodatnia,

e wiekszo$¢ autokorelacji rzedow wyzszych niz jeden jest nieistotnie rézna od zera.

Whioski te pozostaja niezmienne, niezaleznie od horyzontu analizowanych st6p zwrotu.

Na rysunku 2.18 przedstawiono funkcje autokorelacji dla indeksu WIG?® dla op6z-
nien od 1 do 20. Linie przerywane, to poziomy autokorelacji dla istotnosci 0,05%".
Zgodnie z wczesniejszymi uwagami, obserwujemy silng autokorelacje rzedu pierw-
szego oraz znacznie juz mniejsze wspotezynniki autokorelacji rzedow wyzszych. Fakt,
iz pojawiaja sie réwniez istotne wspotczynniki korelacji dla opoznien 10 i 17, nie
znajduje wyttumaczenia na plaszczyznie teorii. Nalezy jednak zaznaczyé, iz tak silny
efekt autokorelacji rzedu pierwszego, nie zawsze jest obserwowalny dla innych in-
dekséw, szezegdlnie z rynkéw lepiej rozwinietych. Autokorelacje zalezg tez silnie od

okresu, z ktérego pochodzity dane empiryczne.

Rysunek 2.18: Empiryczna funkcja autokorelacji dla indeksu WIG

0.25 T

0.2
0.15

01

N1 AT,

autokorelacje

-0.1
0

opoznienie

Zrodlo: opracowanie wlasne.

W pracach Jajugi (por. Jajuga (red.) (2000a)) oraz Czekaja, Wosia, Zanowskiego

26pPrébe stanowity jednodniowe logarytmiczne stopy zwrotu z okresu od 13.05.1996 do 15.05.2002

(1500 obserwacji).
2"Wykorzystuje sie fakt, ze v/Tp(k) ma rozklad asymptotyczny N(0,1).
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(por. Czekaj, Wos, Zarnowski(2001)) przedstawiono réwniez szereg testéw stuzacych
do odnajdywania braku niezaleznosci w szeregach stop zwrotu (testy autokorelacji,
statystyka Q Boxa-Pierce’a, testy serii, testy ilorazu wariancji). Powyzsze testy zakta-
daja statos¢ wariancji procesu w czasie, co w przypadku finansowych szeregow czaso-
wych jest trudne do udowodnienia. Efekt heteroskedastycznosci moze silnie wptywaé
na wyniki testéw. Odpowiedni test pozwalajacy bada¢ autokorelacje w przypadku he-
teroskedastycznosci procesu stop zwrotu zaprezentowany zostat przez Hafnera i Her-

wartza (por. Hafner i Herwartz (1998)).

Standardowo efekt autokorelacji stop zwrotu probuje sie wyjasniaé istnieniem
efektow kalendarzowych oraz przede wszystkim istnieniem premii za ryzyko, ktora
powigzana jest ze zmienna wariancja procesu. W dalszej czesci pracy przedstawione
zostang modele klasy ARCH-M umozliwiajace opis tego efektu. W modelach tych
oczekiwana stop zwrotu w chwili ¢ zalezy od poziomu wariancji stép zwrotu. Au-
tokorelacja w szeregach warunkowej wariancji procesu powoduje wiec autokorelacje
w szeregu stop zwrotu (por. Das, Sarkar (2000)).

Hafner i Herwartz wykazali, ze modele autoregresyjne, nie posiadajace prostej
interpretacji ekonomicznej, moga lepiej dopasowywaé si¢ do danych empirycznych niz
modele z premia za ryzyko (por. Hafner i Herwartz (1999)). Modele autoregresyjne
tatwo zaimplementowa¢ w wielu zagadnieniach zwigzanych z zarzadzaniem ryzykiem,
takich jak pomiar ryzyka metoda VaR (por. Jorion (2001)) lub wycena opcji (por.
Hafner i Herwartz (1999)).

Od tej chwili p; oraz o2 oznaczaé¢ beda warunkowa warto$é oczekiwang oraz wa-
runkows wariancje procesu r; wyznaczang na podstawie okreslonego modelu oraz

informacji dostepnej w chwili (¢t — 1):

e = E[Tt|[t71]7 (2131)

of = var[r|I;_1], (2.132)

gdzie I;_; to informacja dostepna w chwili ¢ — 1.

Zaktada sie jednak stato$¢ klasy warunkowego rozktad stop zwrotu:

Tl ~did(0,1). (2.133)
Ot

Natomiast ;i 0 oznacza¢ beda nadal w dalszej czesci pracy state. Niestety, w przy-

padku zmiennego parametru i, parametr o nie oznacza bezwarunkowej wariancji
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procesu r;. Natomiast dla zmiennego parametru o;, parametr p modelu zazwyczaj

oznacza bezwarunkows srednig modelu®.

Ponizej przedstawione zostang podstawowe wiadomosci o najczesciej analizowanej
klasie stochastycznych, liniowych proceséw autoregresji i §redniej ruchomej (ARMA)
oraz mozliwych kierunkach jej uogélnien tj. zintegrowanych procesow autoregresji i
sredniej ruchomej (ARIMA) oraz utamkowych zintegrowanych proceséw autoregresji
i Sredniej ruchomej (ARFIMA).

Aby umozliwi¢ prosty i zwiezty opis modeli autoregresji i sredniej ruchomej wpro-
wadza sie grupe prostych operatoréw (por. Box i Jenkins (1983)):

e operator przesuniecia wstecz L:

L'r't = Tt—1 (2134)
Lm'r’t = Tt—m (2135)

e operator réznicowy V:

VTt =Tt —T—1 = (1 — L)Tt (2136)

Vi, = (1 — L)%, (2.137)
np. Vry=(1—L)?=(1—=2L+L*)ry =1, —2ri_1 + 712

Oprocz tych operatorow definiuje sie takze: operator przesuniecia w przod, operator
sumowania oraz stabilny operator niestacjonarny umozliwiajacy opis modeli sezono-

wych. Nie beda one jednak wykorzystywane w tej pracy.

Podejscie oparte na stacjonarnych procesach autoregresji i $redniej ruchomej za-
ktada, ze wartos¢ procesu r; moze by¢ wyrazona jako liniowa kombinacja poprzed-

nich wartosci procesu oraz r;_ oraz liniowej kombinacji reszt modelu ;. (dla k =
0,1,2,...).

2.8.1. Procesy ARMA

W przypadku, gdy warto$¢ procesu w chwili ¢ jest opisywana wytacznie przez

liniowa kombinacje €; oraz opdznionych reszt e, j, méwi sie o czystym procesie

28Nie jest tak jednak zawsze, poniewaz warunku tego nie spelniaja np. modele klasy ARCH-M.
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$redniej ruchomej MA (q)* (Moving Average process). Najwyzszy rzad opdznienia
wystepujacego w kombinacji liniowej okresla rzad modelu q. Rozpatrywany do tej
pory model bytby w tym kontekscie po prostu modelem MA (0).

Proces MA(q) moze byé¢ zapisany w wersji skroconej jako:
Ty — = 0(L)ey, (2.138)
gdzie:
O(L) =1+ 6L+ 0,L°+...+06,L" (2.139)

Cecha tego modelu jest fakt, ze jego funkcja autokorelacji przyjmuje wartosci
rowne zero dla odstepéw wiekszych niz q.
Warto rowniez zaznaczy¢, ze proces MA(q) o skoniczonym rzedzie jest zawsze stacjo-

narny.

W przypadku, gdy warto$é¢ procesu w chwili ¢ opisana jest wytacznie przez odpo-
wiednig liniowa kombinacje opdznionych wartosci procesu r;_, mowi sie o czystym
procesie autoregresji AR (p) (AutoRegressive process). Takze w tym przypadku
rzad najwiekszego opo6znienia okresla rzad modelu p.

Proces autoregresji rzedu p mozna zapisa¢ w postaci skroconej jako:

O(L)(ry — p) = &, (2.140)
gdzie:
¢(L)=1—¢1L— ol — ... —¢,LP. (2.141)

Rozpatrywany do tej pory model (2.50) mozna wiec réwniez utozsamiaé z pro-
cesem AR(0). Z procesami AR(p) wiaze sie réwniez pojecie autokorelacji czastko-
wej (por. Box, Jenkins (1986)). Teoretyczna funkcja autokorelacji czastkowej procesu
AR(p) ma jedna ciekawa i podstawowa wlasnosé, iz jest rowna zeru dla k > p, co
umozliwia przynajmniej wstepne oszacowanie rzedu modelu.

Podstawowe wiadomosci na temat wlasnosci modeli MA(q)i AR(p) znalez¢ mozna
w pracach Boxa i Jenkinsa (por. Box, Jenkins (1986)), Moixa (por. Moix (2001)) oraz
Tsay’a (por. Tsay (2002)).

W wielu przypadkach analiza czystych modeli sredniej ruchomej lub autoregresji

wymaga korzystania z modeli wysokich rzedéw. Osiagniecie oszczednosci w ilosci

29Przez e, oznacza sie iloczyn o,z;.
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parametrow procesu mozliwe jest poprzez odpowiednie wtaczenie do modelu zaréwno
autoregresji, jak i sredniej ruchomej. Taka strukture modelu okresla si¢ modelem
autoregresji i redniej ruchomej oraz oznacza si¢ ARMA((p,q) (AutoRegressive Moving

Average process). Dana jest ona wzorem:
¢(L)(re — p) = 6(L)es, (2.142)

gdzie ¢(L) i 6(L) dane sa wzorami (2.141) i (2.139), a réwnania charaktery-
styczne ¢(L) =0 i #(L) =0 nie posiadaja wspdlnych pierwiastkow. Analogicz-
nie, jak dla czystych procesow autoregresji, proces ARMA (p,q) jest procesem stacjo-
narnym, jesli wszystkie pierwiastki rownania charakterystycznego ¢(L) = 0 leza na
ptaszczyznie liczb zespolonych poza okregiem jednostkowym.

Przedstawienie wzoru na ogdlna postaé funkeji autokorelacji procesu ARMA (p,q)
jest skomplikowane. Najczesciej stosuje sie jednak w praktyce model ARMA(1,1),
dla ktérego wtasnosci autokorelacyjne sg juz proste do wyprowadzenia. Odpowiednie

funkcje autokowariancji procesu ARMA(1,1) dane sa nastepujacymi wzorami:

(1420101 + ¢7)0*

7(0) = - ; (2.143)

(1) = Lrho)Gt o), (2.144)
1— 62

v(k)=0v(k—-1), k>2. (2.145)

Nietrudno wykazaé, ze dla procesu ARMA(1,1), funkcja autokorelacji maleje wy-
ktadniczo jak dla przypadku AR(1), jednak w ogdlnosci p(1) # 6.
Dla modelu ARMA(1,1) warunkowa warto$¢ oczekiwana i, bedaca uogdlnieniem

stalego parametru p dana jest zaleznoscia:

pe = o+ 041 + d(riqg — ). (2.146)

W zagadnieniach zwiazanych z modelowaniem finansowych szeregéw czasowych
za pomoca proceséw klasy ARMA (p,q)*° rzadko kiedy stosuje si¢ modele, dla ktérych
p+q; 2. Szczegdlowe rozwazania, co do funkcji autokorelacji i autokorelacji czastkowej
dla takich modeli znalez¢ mozna w pracy Boxa i Jenkinsa (por. Box, Jenkins (1983))

lub w pracy zbiorowej pod red. Kulawczuka (por. Kulawczuk (1987)).

30Przy zalozeniu, ze modeluje sie réwniez zmienng w czasie wariancje procestu.
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Podsumowujac rozwazania o procesach AR(p), MA(q) oraz ARMA (p,q) mozna
stwierdzi¢, iz w teorii:

e funkcja autokorelacji procesu sredniej ruchomej rzedu g przyjmuje wartosci rowne
zero dla odstepow wiekszych niz ¢, podczas gdy funkcja autokorelacji czastkowej
tagodnie maleje (zanika),

e funkcja autokorelacji procesu autoregresji rzedu p maleje w sposoéb tagodny (za-
nika), natomiast funkcja autokorelacji czastkowej przyjmuje wartosci zerowe dla
odstepow wiekszych niz p,

e jezeli zaréwno funkcja autokorelacji, jak i autokorelacji czgstkowej maleja stosun-
kowo szybko, mozna przypuszczac, ze analizowany proces jest mieszanym procesem

autoregresji i sredniej ruchomej.

Wykorzystanie powyzszych wtasnosci moze by¢ jednak znacznie utrudnione, wy-
estymowane autokorelacje moga mie¢ duze wariancje i by¢ silnie skorelowane. Z tego
powodu trudne jest uzyskanie doktadnej zbieznosci wyestymowanej funkcji z funkcja
teoretyczng.

Dodatkowo nalezy zaznaczy¢, iz czesciej stosuje sie modele AR(p). Postugiwa-
nie sie modelami autoregresji jest intuicyjnie znacznie prostsze, gdyz wykorzystuje
sie zmienne obserwowalne (r,_), a nie jak w przypadku modeli sredniej ruchomej
i mieszanych - zmienne nieobserwowalne (g;). Fakt ten wplywa wlasnie na znacznie

czestsze wykorzystanie modeli klasy AR(p), niz pozostatych.

2.8.2. Procesy zintegrowane ARIMA i ARFIMA

Do tej pory rozwazane byly jedynie procesy stacjonarne ARMA(p,q), ktérych
pierwiastki réwnan charakterystycznych leza poza okregiem jednostkowym. W ogdl-
nym przypadku nie zawsze tak by¢ musi. Interesujaca grupa modeli jest tzw. klasa
ARIMA (p,d,q) (AutoRegressive Integrated Moving Average ), ktéra umozliwia mode-
lowanie niestacjonarnosci procesu. Model ARIMA (p,d,q) charakteryzuje sie tym, ze d
pierwiastkéw réwnania charakterystycznego zwigzanego z czescig autoregresyjna lezy
na okregu jednostkowym (na plaszczyznie liczb zespolonych).

W sposob skréocony model taki zapisuje sie w postaci:

¢"(L)(re — p) = O(L)ey, (2.147)
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gdzie ¢*(L) jest niestacjonarnym operatorem autoregresji, w ktérym d pierwiastkow

ma wartos¢ 1. Model ARIMA zapisuje sie czesciej jednak w postaci:

G(L)(1 = L) (ry — p1) = O(L)z, (2.148)
lub korzystajac z operatora roznicowego:

H(L)V(ry — p) = O(L)e, (2.149)

Jak tatwo zauwazy¢, w modelu tym zaklada si¢, ze d-ta rdéznica procesu niestacjo-
narnego moze by¢ przedstawiona przez stacjonarny, proces ARMA. W zagadnieniach
ekonomicznych rzadko kiedy rzad niestacjonarnosci jest wiekszy niz jeden.

Wiecej informacji na temat modeli ARIMA znalez¢é mozna w pracy Boxa i Jen-
kinsa (por. Box, Jenkins (1983)). Wskazéwka, ze w strukturze modelu istnieje pierwia-
stek lub istniejg pierwiastki bliskie jednosci, moze by¢ fakt, ze funkcja autokorelacji
procesu nie ma tendencji do szybkiego, wyktadniczego zanikania, a charakteryzuje
sie¢ wolnym, liniowym zanikaniem, przy czym nie jest konieczne, aby korelacja przy
matych odstepach byta duza. Funkcje autokorelacji dla procesu z pierwiastkiem jed-

nostkowym przedstawia rysunek 2.19

Rysunek 2.19: Empiryczna funkcja autokorelacji procesu ARIMA(0,1,0)
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Zrodlo: opracowanie wlasne.

Istnieje oczywiscie rowniez szereg testow statystycznych na obecnosé pierwiastka
jednostkowego, na przyklad test Dickey’a-Fullera (por. Taylor (1986), Tsay (2002)).
W wielu wypadkach nietatwa okazuje si¢ rowniez decyzja czy skorzysta¢ z mo-
delu ARIMA, czy ARMA. Nie istnieje gwaltowne przejscie od zachowania sie modelu

w sposOb stacjonarny do zachowania niestacjonarnego. Dla szeregéow czasowych o
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skoniczonej dtugosci nie mozna bowiem nigdy w sposob jednoznaczny udowodnié¢, ze
pierwiastek operatora autoregresji jest doktadnie réwny jednosci. W przypadku wat-
pliwosci nalezy wybraé raczej modele niestacjonarne niz stacjonarne.

Model ARIMA nie znajduje jednak zastosowania w modelowaniu szeregéw stop
zwrotu. Mozna natomiast probowaé znalez¢ potencjalny obszar zastosowan do mode-
lowania cen instrumentow.

Model ten zostal wprowadzony jednak z dwoch powodow:

e po pierwsze ulatwia on wprowadzenie jeszcze bardziej ogdlnego modelu klasy
ARFIMA (p,d,q), ktéry znajduje juz zastosowanie w modelowaniu stop zwrotu,

e niektore prezentowane w dalszej czesci pracy modele warunkowej zmiennosci (mo-
del IGARCH), po odpowiednim przeksztalceniu daja sie zapisa¢ w postaci procesu
ARIMA.

Jak zostalo przedstawione we wczesniejszej czesci rozdziatu, funkcja autokorela-
cji szeregu ARMA zanika w sposéb wykladniczy lub przyjmuje wartoéci réwne zero,
a dla procesu ARIMA 7z niezerowym wspotczynnikiem d maleje w sposob liniowy.
W pierwszym przypadku mamy do czynienia z krotkoterminows pamiecig procesu, a
w drugim - z pamiecia praktycznie nieskonczona. Sytuacje posrednia, tzw. dlugoter-
minowa pamieé¢ procesu uzyskuje sie, gdy funkcja autokorelacji zanika w sposob

hiperboliczny.

Definicja 2.14.

Formalnie stacjonarny proces {r;} posiada wtasnos¢ dtugiej pamieci, gdy istnieje

1

pewna stata dodatnia c, oraz d € (0,3), takie, ze dla funkcji autokorelacji

procesu zachodzi warunek:

lim 25y (2.150)

k—00 Cpk2d*1

Funkcja autokorelacyjna takiego procesu maleje dla duzych opdznien w sposdb

hiperboliczny tak, ze w przeciwienstwie do procesu ARMA

> Iplk)] = oo (2.151)

k=—o00
Powoduje to skorelowanie szeregéw obserwacji takze dla duzych opdznien.
Tak zdefiniowane wtasnosci posiada proces ARFIMA (p,d,q) wprowadzony przez
Grangera i Joyeuxa (por. Granger, Joyeux (1980)).
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Model ten zdefiniowany jest analogicznie jak proces ARIMA, lecz parametr d moze

1

przyjmowaé wartosci z przedziatu (0, ;). Ttumaczy to nazwe utamkowy proces

ARIMA. Utamkowy operator réznicowy V¢ dla d € (0, %) dany jest zaleznoscia

(por. Schmidt, Tschernig (1994)):

Vi=(1-L) = kzzo F(—d)lli((lz;:t 1)(_1>k(—L)’“ (2.152)

Warto zaznaczy¢, ze funkcja autokorelacji dla utamkowego ruchu Browna oraz
procesu ARFIMA dla duzych odstepéw zanika w taki sam sposéb, a parametry modeli
H i d taczy zaleznosé:

1
d:H—§. (2.153)

Metody identyfikacji modeli ARFIMA przedstawia na przyklad praca Schmidta
i Tscherniga (por. Schmidt i Tschernig (1994)), a techniki estymacji parametru d
- praca Taqqu, Teverovsky’ego oraz Willingera (por. Taqqu, Teverovsky, Willinger
(1995)) oraz w kontekscie estymacji metoda funkcji najwiekszej wiarygodnosci np.

praca Hausera (por. Hauser (1998)).

Tabela 2.3 prezentuje zestawienie podstawowych cech prezentowanych propozycji

w zakresie modelowania efektu autokorelacji stop zwrotu.

Podsumowujac warto zauwazyé, ze w praktycznym zastosowaniu, ze
wzgledu na prostote estymacji parametrow, a przede wszystkim formuto-
wania prognoz, popularnosé¢ zyskaly modele autoregresji o rzedzie modelu
mniejszym lub réwnym 3, modele ARMA (1,1) oraz (nadal jednak zdecy-
dowanie najmniej popularne) najprostsze utamkowe modele zintegrowane
ARFIMA(1,d,0). Jest to ponownie kompromis pomiedzy prostota mo-
delu i latwosciag wykorzystania, a jakoSciag dopasowania modelu do danych

empirycznych.
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Tabela 2.3: Zestawienie cech modeli warunkowej wartosci oczekiwane;j

Model Wrtasnosci teoretycznej funkeji autokorelacji

MA(q) funkcja autokorelacji przyjmuje wartosci ze-
rowe dla opoznien wiekszych niz rzad modelu
q, prowadzi to bardzo krotkiej (réwniej rze-

dowi modelu) pamieci procesu

AR(p) funkcja korelacji stacjonarnego procesu ma-
leje co do wartosci bezwzglednej w spo-
sob wyktadniczy, sktada si¢ ona z zanikaja-
cych funkcji wyktadniczych, za ktére odpo-
wiedzialne sa rzeczywiste pierwiastki réwna-
nia charakterystycznego procesu oraz z thu-
mionych sinusoid, za ktére odpowiedzialne
sa sprzezone (zespolone) pary pierwiastkow,

prowadzi to do krotkiej pamieci procesu

ARMA(p,q) funkcja autokorelacji po pierwszych (¢ — p)
odstepach sktada sie z funkcji wyktadniczych
i tlumionych wyktadniczo sinusoid, analo-
gicznie jak dla modelu AR(p), prowadzi to

takze do efektu kréotkiej pamieci procesu

ARFIMA(p,d,q) | funkcja autokorelacji maleje co do wartosci
bezwzglednych w sposéb hiperboliczny wraz
ze wzrostem opdznien, umozliwia to opis dtu-

giej pamieci procesu

ARIMA(p,d,q) | funkcja autokorelacji maleje co do wartosci
bezwzglednych w sposob bardzo wolny i pra-

wie liniowy, co prowadzi do praktycznie nie-

skonczonej pamieci procesu

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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2.9. Uogoblnienia w zakresie o

Zgodnie z tym, co zostalo juz zasygnalizowane wczesniej, zagadnienia zwigzane

z modelowaniem szeregéw stop zwrotu r;, podzieli¢ mozna na 3 obszary:

e wybor postaci funkeji gestosci standaryzowanych reszt modelu,

e modelowanie warunkowej wartosci oczekiwanej procesu (p),

e modelowanie warunkowej wariancji procesu (oy).
Wszystkie trzy zagadnienia nalezy rozpatrywaé tacznie, gdyz wzajemnie wpltywaja
na siebie i wspolnie determinujg wlasnosci modelu ostatecznego.

Do tej pory przedstawione zostaly zagadnienia zwigzane z dwoma pierwszymi
obszarami. Umozliwiaja one opis takich zaobserwowanych wtasnosci szeregow stop
zwrotu, jak grube ogony rozktaddéw, skosnosé¢ rozktadéw, czy autokorelacja i dluga
pamie¢ procesow. Nie umozliwiajg one jednak opisu najciekawszej chyba wtasnosci,
a mianowicie zmiennej w czasie wariancji procesu. Do omdwienia pozostato wiec za-
gadnienie zwigzane z modelowaniem parametru oy.

Warto przypomnie¢, iz jedynie w przypadku statego parametru p, parametr o
jest bezwarunkowym odchyleniem standardowym stop zwrotu. W kazdym innym
przypadku, gdy zmianie podlega parametr u, o, czy obydwa parametry naraz, to
wariancja bezwarunkowego rozkladu nie jest juz opisana wprost parametrem o2.

Juz pobiezna obserwacja wykresu szeregu stop zwrotu z dowolnego instrumentu
finansowego pozwala zaobserwowac¢ sygnalizowany wczesniej efekt ,skupiania zmien-
nosci”, co przejawia sie tym ze po duzych (co do wartosci bezwzglednych) stopach
zwrotu pojawiaja sie kolejne duze (co do wartosci bezwzglednej) stopy zwrotu, a
nastepnie nagle obserwuje sie mate (co do wartosci bezwzglednej) stopy zwrotu, po
ktorych ponownie wystepuja male (co do wartosci bezwzglednej) stopy zwrotu itd.
Najprosciej mozna okresli¢ to stwierdzeniem, ze zarowno mate, jak i duze zmiany kur-
sOwW nastepuja seriami, czyli obserwujemy naprzemiennie okresy o wigkszej i mniejsze;j
zmiennosci stop zwrotu. Niemniej na tle skupiania zmiennosci wystepuje takze zjawi-
sko powrotu do dtugoterminowej $redniej. Dodatkowo obserwuje sie efekt autokore-
lacji pomiedzy kwadratami stop zwrotu lub wartosciami bezwzglednymi stép zwrotu.
Zaleznosci te moga wiaza¢ ze sobg obserwacje na tyle odlegle, iz zasadna staje sie
konieczno$¢ rozpatrywania modeli o dtugiej pamieci w odniesieniu do szeregéw zmien-
nosci. Ostatnia, obserwowana wtasnoscia, ktora stanie sie réwniez przedmiotem dal-
szych rozwazan jest obserwowany w niektorych szeregach stép zwrotu (szczegdlnie

akcji i indeksow akeji) ,efekt dzwigni”, czyli ujemnej korelacji pomiedzy poziomem
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kursu, a wartoscig zmiennosci.
Modelowaniu wyzej wymienionych wtasnosci szeregéw stop zwrotu poswiecony

zostanie niniejszy podrozdziat.

Rysunki 2.20 i 2.21 prezentuja efekt skupiania zmiennosci oraz autokorelacji kwa-

dratéw stop zwrotu dla szeregu stop zwrotu z indeksu WIG z okresu od pazdziernika
1994 roku do maja 2002 roku.

Rysunek 2.20: Efekt skupiania zmiennosci.
20

15 skupiska zmiennosci

stopy zwrotu w procentach

_20 . . . . . . . . .
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Zrodto: opracowanie wtasne.

Rysunek 2.21: Efekt autokorelacji kwadratéw stép zwrotu.
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Zrodto: opracowanie wiasne.

Prezentowane w dalszej czedci pracy rozwigzania mozemy ogolnie podzieli¢ na

modele:
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e 7 czasem ciaglym, ktore koresponduja z opisanymi wcze$niej modelami
zmian cen dla czasu ciaglego (por. str. 58),
e 7 czasem dyskretnym, ktoére stanowig rozszerzenie modeli dynamiki cen

lub stép zwrotu w czasie dyskretnym.

Przedmiotem zainteresowania tej pracy pozostaja przede wszystkim modele z cza-
sem dyskretnym. Niemniej jednak zaprezentowane zostana rowniez podstawowe in-
formacje o modelach z czasem cigglym. Warto jednak zaznaczy¢, iz szereg modeli
z czasem dyskretnym, ale nie wszystkie, prowadzi w granicy do otrzymania typo-
wych, pojawiajacych si¢ w literaturze przedmiotu modeli z czasem ciggtym. Rozkwit
modeli z czasem ciggtym zwiazany byt przede wszystkim z checig budowy coraz dosko-
nalszych, coraz lepiej przyblizajacych rzeczywistos¢ modeli zmian cen instrumentow
bazowych, mogacych postuzy¢ do konstrukcji coraz lepszych modeli wyceny opcji.
Problemy jednak z estymacja parametréw modeli zmiennosci z czasem ciaglym (por.
Wilmott (1999)) oraz fakt, iz w 1995 roku Duan zaprezentowal stosunkowo proste
podejscie do wyceny opcji poprzez model czasu dyskretnego uwzgledniajacy najwaz-
niejsze whasnosci szeregéw stop zwrotu instrumentu bazowego (takich jak zmienna
w czasie wariancja i autokorelacja stop zwrotu) (por. Duan (1995), Hafner i Herwarz
(1999), Schmitt (1996)) spowodowalo relatywny spadek zainteresowania modelami
z czasem ciaglym i konsekwentny wzrost popularnosci zdecydowanie tatwiejszych
w aplikacji oraz w intuicyjnym zrozumieniu modeli z czasem dyskretnym. Z tego tez

powodu gltowny nacisk potozony zostanie na modele z czasem dyskretnym.

2.9.1. Modele z czasem cigglym

Modele zmiennosci z czasem ciaglym swoja popularnosé¢ zawdzieczaja przede
wszystkim modelom wyceny opcji, ktére pozostaja w lepszej zgodnosci z obserwo-
wanymi cenami rzeczywistymi niz model Blacka-Scholesa (ze stalym parametrem
zmiennosci). Koniecznosé takich poszukiwan zapoczatkowato udokumentowanie wy-
stepujacych obcigzen modelu Blacka-Scholesa polegajacych na nieprawidlowej wyce-
nie opcji, ktére nie sa at-the-money (efekt ten nazwano ,usmiechem zmiennosci’)
oraz opcji o réznym terminie wykupu (efekt ,struktury czasowej zmiennosci impliko-

waney” )3t

Model zmiany cen®? dla czasu cigglego, uwzgledniajacy réwniez zmienng w czasie

31'Wiecej na ten temat zaprezentowane zostanie w rozdziale 3, w podrozdziale o prognozowaniu

zmiennoéci na podstawie zmiennosci implikowanej.
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zmiennos¢ zapisa¢ mozna w postaci dwoch proceséw dyfuzji, z ktérych drugi opisuje

osobno zmiany parametru zmiennosci (por. Wilmott (1999)):

dX(t) = pX (t)dt + o(t) X (t)dBy (2), (2.154)

dy(t) = p(X,t)dt + q(X,t)dB(t). (2.155)

Nietrudno zauwazy¢, ze model ten jest uogédlnieniem geometrycznego ruchu Browna.
Oczywiscie w analogiczny sposob mozna rozszerzy¢ kazdy z modeli prezentowanych na
stronie 2.1. Model geometrycznego ruchu Browna stal sie jednak obiektem szczegol-
nego zainteresowania ze wzgledu na aplikacje metodologii martyngatéw (por. Wilmott
(1999)).

Parametr y(t) z réwnania (2.155) jest funkcjonatem procesu zmiennosci (o(t))
wyrazonej jako proces z czasem ciggtym. Najczesciej rozpatruje sie trzy przypadki,

gdy:

2 . (2.156)

Zaktadajac, ze procesy X(t) i y(t) sa odwracalne, wzér (2.155) mozna zapisaé
w postaci (por. Wilmott (1999)):

dy(t) = p'(y,t)dt + ¢ (y,t)dBy(t), (2.157)

co prowadzi do osobnego réwnania opisujacego zmiany zmiennosci procesu.
Poczatkowe zatozenie o tym, ze w obydwu rownaniach wystepuje to samo zrédto

losowosci (rézniczka tego samego procesu Browna) zostato ostabione poprzez wprowa-

dzenie drugiego zrodta losowosci (skorelowanego badz nie z pierwszym) i ostatecznie

najczesciej rozpatruje sie nastepujacy model:

dX (t) = pXdt + o(t)XdBi(t), (2.158)
dy(t) = p'(y, t)dt + ¢'(y, t)dBs(t), (2.159)
B, (t)dBs(t) = pdt, (2.160)

32Mozna wiasciwie méwié¢ wprost o modelu dynamiki stép zwrotu, ze wzgledu na przyjecie zato-

zenia, ze proces cen jest geometrycznym ruchem Browna.
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gdzie p to wspotezynnik korelacji pomiedzy przyrostami proceséw By (t) i Bo(t). Przy-
jecie ujemnej korelacji pozwala na modelowanie ,efektu dzwigni”, czyli ujemnej ko-

relacji pomiedzy poziomem ceny i zmiennosci.

Najczesciej rozpatruje sie nastepujace procesy zmiennosci z czasem cigglym znaj-
dujace zastosowanie w modelach wyceny opcji (por. np. Musiela, Rutkowski (1998),
Hobson (1996))33:

o do? = k(v — o?)dt + 002dB, (Hull i White (1987)),

e do?=rk(v—o0?)dt + 0o,dBy (Heston (1993)),

o do?=rk(v—o?)dt + 0dB, (Stein i Stein (1991),

e do, = koydt + 0o, dBs (Wiggins (1987)),

o do, = koy(v — ay)dt + 0oy,dBy (Scott (1987)),

o do, =0, (v— ko})dt + 0dB, (Hull i White (1987), Heston (1993)),
o do; = k(v —oy)dt +60dB; (Stein i Stein (1991)).

W modelach tych tatwo dostrzec, iz r6znia sie w czedci deterministycznej wyste-
powaniem lub nie, efektu powrotu do dtugoterminowej $redniej (badz to w zakresie
powrotu o; lub 0?) oraz odmiennym uwzglednieniem w czeéci stochastycznej wplywu
poziomu procesu.

Modele te znalazty jednak zastosowanie praktycznie jedynie w odniesieniu do wy-
ceny opcji, a ich znaczenie nawet w tym obszarze relatywnie spada, dlatego w dalszej

czesci pracy rozpatrywane beda jedynie modele z czasem dyskretnym.
2.9.2. Modele zmiennosci deterministycznej

Jak juz zostato zasygnalizowane, modele z czasem dyskretnym mozemy podzieli¢

na:

330bok modeli podano przykladowe nazwiska oséb, ktére zastosowaly dany model w wycenie opcji.
Odpowiednie cytowania znalezé mozna w pracy Rutkowskiego i Musieli (por. Musiela, Rutkowski
(1998)).
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e modele deterministyczne, w ktérych zaklada sie, ze mozliwe jest jednoznaczne
oszacowanie warunkowego parametru zmiennosci na kolejny podokres na pod-
stawie informacji z przesztosci i terazniejszosci. W modelach tych wystepuje to
samo zrodlo losowosci zaréwno w rownaniu opisujagcym zmiane ceny (lub stopy
zwrotu), co w réwnaniu opisujacym zmiane wariancji. Zagadnienie to zaprezen-

towane zostanie szczegétowo w dalszej czesci podrozdziatu.

e modele stochastyczne, w ktorych zaktada sie, ze przyszty warunkowy poziom
zmiennosci nie moze by¢ doktadnie oszacowany na podstawie danych z prze-
sztodci 1 terazniejszosci. W modelach tych wystepuje wystepuje bowiem drugie
zrodto losowos$ci w réwnaniu warunkowej zmiennosci, ktére moze by¢ dowol-
nie skorelowane ze zZrodtem losowosci wystepujacym w réwnaniu opisujacym

zmiany cen (stop zwrotu) (por. rozdz. 2.9.3.).

Ze wzgledu na stosunkows tatwos¢ estymacji parametrow oraz formutowania pro-
gnoz, modele deterministyczne wielokrotnie przewyzszaja swoja popularnoscig mo-
dele stochastyczne. Gtéwny nacisk w pracy polozony zostanie wiec na zapre-
zentowanie modeli deterministycznych. Rozwazania zakonczy jednak prezenta-
cja najpopularniejszego modelu zmiennoéci stochastycznej.

Dodatkowo warto zaznaczy¢, iz rozpatrywane bedg jedynie modele jed-
noréwnaniowe (opisujace jedynie zmiany stép zwrotu pojedynczych in-
strumentéw). Modele wieloréwnaniowe ze wzgledu na poziom skomplikowania sa

do chwili obecnej nader rzadko wykorzystywane.

Dalsza czesé¢ rozdzialu poswiecona zostanie prezentacji najpopularniejszych mo-
deli dla czasu dyskretnego wywodzacych si¢ z zapoczatkowanej w 1982 roku przez
Engla klasy modeli heteroskedastycznych - modeli ARCH.

Jest to bogata klasa modeli deterministycznych umozliwiajacych opis takich wta-

snosci finansowych szeregdéw czasowych, jak:

e zmienna w czasie wariancja, skupianie zmiennosci, a co za tym idzie grube ogony

rozktadéw bezwarunkowych,

o efekt dzwigni”, czyli ujemna korelacja pomiedzy poziomami cen a poziomami

wariancji (obserwowalny przede wszystkim dla akeji i indekséw),

e krotko- lub dlugoterminowa zaleznosé pomiedzy kwadratami stop zwrotu (au-

tokorelacja szeregéw kwadratéw stép zwrotu).
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Dalsze czesci podrozdziatu poswigcone zostang kolejnym uogolnieniom najprost-
szego modelu heteroskedastycznego, ktére umozliwia¢ beda modelowanie powyzszych
wlasnosci. Analize rozpoczng modele umozliwiajace jedynie opis skupiania wariancji,
nastepnie uogolnione one zostang na modele pozwalajace uwzgledniaé ,efekt dzwi-
gni”. Rozwazania zakonczg przyktadowe modele opisujace dtugoterminows zaleznosé
w szeregach zmiennosci. Oczywiscie modele te moga wystepowaé w roznych konfigura-
cjach. Wszystkie one umozliwiaja jednak modelowanie skupiania wariancji, niektére
dodatkowo efektu dtugoterminowej pamieci, niektore ,efektu dzwigni”, a niektore
wszystkich tych wtasnosci naraz.

Na koniec przedstawione zostang podstawowe informacje o metodach testowania

modelowanego efektu skupiania danych oraz estymacji parametréw modeli.

Niniejsza praca w zaden sposob nie pretenduje do opisania calego bogactwa klasy
modeli, ktérych historie zapoczatkowal prosty model ARCH. Zaprezentowane zo-
stang jedynie najpopularniejsze modele jednorownaniowe. Jak zapewniaja sami auto-
rzy dwoch gtéwnych modeli Engle i Bollerslev, bogactwo modeli prezentowanej klasy
jest jednoczesnie blogostawienstwem i przeklenstwem. Znaczna liczba mozliwych do
wyboru rozwigzan, a takze ,elastyczno$¢” modeli klasy ARCH pozwala wierzy¢, ze
wsrod tych wszystkich modeli istnieje posta¢ przydatna w analizach, wystarczy ja

tylko znalezc¢.

Zagadnienie modelowania zmiennosci za pomoca modeli klasy ARCH doczekalo
sie szeregu prac przegladowych i podsumowywujacych. Do najwazniejszych mozna
zaliczy¢ prace Bollersleva, Chou i Kronera (Bollerslev, Chou, Kroner (1992)), Boller-
sleva, Engla i Nelsona (por. Bollerslev, Engle, Nelson (1994)), Bera i Higginsa (por.
Bera i Higgins (1995)), Diebolda i Lopeza (por. Diebold, Lopez (1995)), Gouriéroux
(por. Gouriéroux (1997)), Knighta i Satchella (por. Knight, Satchell (1998)), czy
Jarrowa (por. Jarrow (1998)).

W pracach tych mozna znalez¢ zaréwno rozwiazania w zakresie postaci modeli,
testowania hipotez, estymacji parametréow, jak i ogromny zbiér odwotan literaturo-

wych.

Nadal za punkt wyjscia stuzy model:

Ty = ,LLt + O¢Z¢. (2161)

W dalszej czesci rozdziatu przyjmuje sie, iz parametr u; jest staly w czasie.
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Modelowanie skupiania zmiennosci

Model ARCH(q)

Pierwszym modelem uwzgledniajacym zaleznos¢ warunkowej warincji procesu od
jego poprzednich wartosci (co umozliwia opis skupiania wariancji oraz autokorelacji
kwadratow stop zwrotu) byt model ARCH (Autoregressive Conditional Heteroske-
dastic Model) wprowadzony w 1982 roku przez Engla w celu modelowania poziomu
inflacji w Wielkiej Brytanii (por. Engle (1982)).

Model stép zwrotu uwzgledniajacy efekt ARCH(q) dany jest nastepujacymi za-

leznodciami®?:
rn=pte = p+ Ve, (2.162)
gdzie:
2 ~ iid(0,1), (2.163)
q
hy = w + Z el (2.164)
i=1

w>0,0,>0(=1,2,...,¢—1), oy > 0 oraz:
p - to wartosé oczekiwana stopy zwrotu (stata),
h: - warunkowa wariancja procesu w chwili t.

Najczesciej przyjmuje sie, iz 2; ma rozktad normalny, jednak badania empiryczne
wykazaty, koniecznosé stosowania warunkowych rozktadéw o grubszych ogonach (por.
Bollerslev, Engle, Nelson (1994)) oraz w niektérych przypadkach - sko$nych (por.
Lambert, Laurent (2001)). W dalszych rozwazaniach przyjmuje sie wiec ze
z jest jednym z prezentowanych w wczesniej rozkltadéw o jednostkowej
wariancji i zerowej $redniej (rozklad normalny, rozkltad GED, rozktlad hi-

perboliczny, symetryczny lub skosny rozklad t-Studenta).

Reszte modelu ; mozemy utozsamiac z taczna miarg informacji docierajaca w chwi-
li . Dobre wiadomogci (g; > 0) skutkuja potencjalnie wzrostem cen® (dodatnia war-
tos¢ stopy zwrotu), natomiast zte wiadomosci (g, < 0), to potencjalny spadek ceny
(ujemna stopa zwrotu) w kolejnym okresie. Wartosé |e;| okresla wage informacji (por.
Engle, Ng (1993)).

317 powodéw zwyczajowych warunkowa wariancja oznaczana bedzie przez hy a nie o7.

35Qczywiscie nalezy uwzglednié réwniez wplyw parametru p.

130



2.9. Uogolnienia w zakresie o

Wzér (2.162) mozna zapisaé réwniez w postaci:
,rt|-[t—1 ~ 'lld(u, ht)7 (2165)

gdzie I, to informacja dostepna w chwili (7-1).
Jest to definicja tzw. silnego procesu ARCH (por. Bollerslev, Chou, Kroner

(1992)) i tylko takie procesy pozostana w obszarze zainteresowan niniejszej pracy.

Model ARCH(q) mozna zapisa¢ takze przy pomocy operatoréw przesuniecia:
hy = w+ a(L)ey, (2.166)
gdzie:
(L) = ay L+ gl + asl® + -+ + o, L. (2.167)
36 (

Bezwarunkowa wariancja procesu® (Srednia wariancja stop zwrotu) wynosi:

w

— (2.168)
i=1

Varcu =

a warunkiem jej istnienia jest spetnienie nieréwnosci:

q
> i<l (2.169)
i=1

Model jest wtedy stacjonarny w szerszym sensie (por. Bollerslev, Chou, Kroner (1992)).
Nietrudno wykazaé¢, ze w przypadku najprostszego modelu ARCH(1), kurtoza &,

wyznaczajaca rowniez kurtoze r; dana jest wzorem (por. Moix (2000)):

Elef] 1—a?

kurt[e;] = = = : 2.170
urtfe B2 °1- 302 (2.170)
co oznacza, iz gdy a; < ?, uzyskujemy kurtoze bezwarunkowego rozktadu stop

zwrotu wieksza od 3, czyli przyjecie modelu zmiennej w czasie warunkowej wariancji
umozliwia réwniez modelowanie grubych ogonéw rozktadow.
W przypadku proby stosowania modeli ARCH, napotyka sie na problem wyboru

rzedu modelu:
e wybor niskiego rzedu modelu moze skutkowaé utrata informacji o wptywie reszt
dla duzych opdznien, co moze powodowac nie wystarczajace dopasowanie modelu

do danych,

36Przy zalozeniu, iz p; = p = const.
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e wybor wysokiego rzedu modelu zapewnia natomiast co prawda dobre dopasowanie
modelu do danych, lecz wiaze sie z mozliwymi problemami z estymacja duzej liczby

parametréw w przypadku zbyt matej liczby obserwacji (duzy btad oszacowan).

Engle zaproponowal posta¢ modelu (wykorzystujaca subiektywnie przyjety ze-
staw wag), pozwalajaca znacznie ograniczy¢ liczbe niezbednych do wyestymowania

parametréow modelu (por. Bollerslev, Chou, Kroner (1992)):

q
hi =w+ o Z wier (2.171)
=1
gdzie:
2 1—1
w; = Aatl-i) (2.172)
q(q+1)

Modelem umozliwiajacym unikniecie koniecznosci szacowania duzej liczby para-
metrow okazal sie jednak model GARCH(p,q).

Model GARCH(p,q)

Model GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedastic Model)
jest uogdlnieniem modelu ARCH zaproponowanym w 1986 roku przez Bollersleva.
Model ten uzyskuje sie poprzez uzaleznienie warunkowej wariancji w chwili ¢ nie
tylko od przesztych reszt modelu ¢;, ale takze od przesztych wartosci warunkowe;j
wariancji h; (por. Bollerslev (1986)).

Model GARCH definiuje nastepujace réwnanie warunkowej wariancji:

q p
hy = w + Z Qi€ + Zﬁjhtfj (2.173)
i=1 j=1
lub
hi = w + a(L)e? + B(L)hy, (2.174)
gdzie:
B(L) = BiL+ BoL? + G317 + - - - + B, L7 (2.175)

Zwykle przyjmuje sig, ze w >0, a; >0 (i =1,2,...,¢ — 1), a, >0, 3, >0 (j =
1,2,...,p—1), 8,>0. Nelson i Cao przedstawili bardziej szczegbétowe warunki, przy

ktérych réwnanie (2.173) jest okreslone i warunkowa wariancja pozostaje dodatnia.
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Bezwarunkowa wariancja procesu®” (Srednia wariancja stop zwrotu) dana jest wzo-

rem:

w

q 2 ’
L= — > B
i=1 j=1

Vearon = (2.176)

a warunkiem jej istnienia jest spetnienie nieréwnosci:

q p
Y ai+ ) Bi<l (2.177)
i=1 j=1

Model jest wtedy stacjonarny w szerszym sensie.
Badania empiryczne wykazuja, ze model GARCH (p,q) znacznie lepiej dopasowuje
sie do danych empirycznych niz model ARCH(q). Nie jest to zaskoczeniem, mozna

bowiem wykazaé¢, iz model GARCH (p,q) mozna wyrazi¢ jako model ARCH (>0 ):

he = w[l =B +a(L)[l - B(L)] e (2.178)
= w <1 - i@-) + i@sf_l (2.179)
= p
gdzie: ]
it B, i=1,....q
5. = i=1 , (2.180)

j=1

gdzie n = min(p,7 — 1).
Na przykltad stosunkowo prosty model GARCH(1,2) jest modelem ARCH(oo)

o nastepujacej postaci:

w N
hy = -5 +anef g + (a1 + ag) Z 5{537];2- (2.181)

Jj=0

Ciekawa i czasami przydatna wlasnoscia modelu GARCH(p,q) jest takze fakt, iz

model taki mozna wyrazi¢ réwniez poprzez model ARMA (m,p), m = max(p, q):

ve =2 — hy = hy(22 — 1), (2.182)

1-a(L) - BL)IE = w + [1 - BD)]w (2.183)

37TPrzy zalozeniu, iz p; = p = const.
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Najpopularniejszym modelem klasy GARCH jest model GARCH(1,1):
hi = w+ cug} | + Brhi 1. (2.184)

Wiele prac empirycznych wykazato, ze model ten bywa wystarczajacy w przy-
padku wielu zastosowan i nie ma potrzeby stosowania modeli wyzszych rzedéw. Bar-
dzo rzadko wykorzystuje sie wiec modele GARCH, dla ktorych p+q; 3.

Bezwarunkowa wariancja modelu GARCH(1,1) dana jest wzorem:

w
Vearcn = T—a -5, (2.185)
natomiast kurtoza:
6 2
kurt[e,] = 3 + @ (2.186)

1— 612 — 2@161 — 30[%

Ponizsze rysunki prezentuja dla przyktadowej realizacji procesu GARCH(1,1)
umiejetno$¢ modelowania efektu skupiania zmiennosci, grubych ogonéw rozktadu,
skorelowania kwadratow stop zwrotu. Mozna zauwazy¢, iz autokorelacja szeregu kwa-
dratow stop zwrotu nie jest zwigzana z autokorelacja szeregu stop zwrotu, co oznacza

konieczno$¢ osobnego modelowania warunkowej wartosci oczekiwanej.

Rysunek 2.22: Przyktad realizacji procesu GARCH(1,1)

L L L L L L L L L
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Rysunek 2.23: Grube ogony realizacji procesu GARCH(1,1)

kwantyle rozkladu normalnego

L L L L L L L L L
-025 -02 -015 -01  -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

kwantyle realizacji GARCH

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Rysunek 2.24: Autokorelacje kwadratéw stép zwrotu realizacji procesu GARCH(1,1)

funkcja ji 6 izacji procesu GARCH
T
0.4 8
0.3 : 1
02 : 8
01| 8
_04 | I I . .
0 5 10 15 20 25 30
opéznienia

Zrodto: opracowanie wtasne.

Rysunek 2.25: Efekt braku autokorelacji stop zwrotu realizacji procesu GARCH(1,1)

funkcja autokorelacji realizacji procesu GARCH
T T

T T T
04 : 1
03 : 1
0.2 : 8
0.1 8

+

_04 | . I . .

0 5 10 15 20 25 30
opoznienia

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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W modelu GARCH(1,1) parametr «;; mierzy wplyw zaburzenia (nowej informacji)
na warunkowa wariancje w przysztym okresie, a (a; + ;) odpowiada za szybkosé
zanikania wptywu informacji z chwili ¢ na warunkowe wariancje w kolejnych chwilach
czasu.

W badaniach empirycznych, szczegdlnie dla szeregéw dziennych stop zwrotu, wy-
razenie (a7 + (1) jest czesto bliskie jednosci. Gdy («; + 1) — 1, model GARCH
dazy do modelu IGARCH, w ktéorym informacja z dowolnie odlegtej przesztosci jest
istotna w wyjasnieniu obecnej zmiennosci. W takim przypadku nie istnieje réwniez
bezwarunkowa wariancja procesu (jest ona nieskonczona).

Model IGARCH omoéwiony zostanie w dalszej cze$ci podrozdziatu wraz z innymi
modelami umozliwiajacymi opis dtugoterminowych zaleznosci w szeregach zmienno-

$cl.

Jak juz zostalo nadmienione parametr oy mierzy wptyw informacji z chwili (¢-1),
czyli wpltyw reszty modelu €;_; na zmiane¢ warunkowej wariancji w chwili £. Warun-

kowa wariancja w chwili ¢ zalezy od informacji w chwili (¢-1) poprzez zaleznosc:

he = flei1) = A+ aqe? |, (2.187)
gdzie:

A=w+ Bihi_1. (2.188)

Funkcja f(g,-1) jest wygodnym narzedziem umozliwiajacym opis wlasnosci modeli
klasy ARCH. Metoda ta wprowadzona zostata przez Pagana i Schwerta (por. Pagan,
Schwert (1990)), a nastepnie spopularyzowana w 1993 przez Engla i Ng pod nazwa
krzywej wplywu informacji (News Impact Curve) (por. Engle, Ng (1993)).

Zaréwno dla modeli ARCH, jak i GARCH krzywa ta opisywana jest przez funkcje
symetryczng wzgledem osi £,=0 o ksztatcie paraboli.

Kolejne uogdlnienia modelu GARCH w zakresie modelowania jedynie skupiania
wariancji, sprowadzaja sie do odmiennego zdefiniowana funkcji f(g;), ktéra nadal
jednak jest symetryczna wzgledem e,=0.

Najprostszym modelem z tego zakresu jest model rozwazany przez Taylora (por.
Taylor (1986)) oraz Schwerta (por. Schwert (1989)) o postaci:

q P
\/ﬁt:w‘i‘zai‘gtfi‘ +Z\/ hi—j, (2.189)
i=1 j=1

136



2.9. Uogolnienia w zakresie o

w ktérym modelowaniu podlega warunkowe odchylenie standardowe stop zwrotu, a
nowa informacja ujmowana jest w modelu poprzez funkcje wartosci bezwzgledne;j.

Klasyczny model GARCH oraz model (2.189) zawieraja sie w modelu NARCH(p,q)
(Nonlinear ARCH) (por. Higgins, Bera (1992)) o postaci:

q p
i ol
htz =w + E Ozl'|€t_j|’y + E ﬁjhffj' (2190)
i=1 7=1

Model NARCH umozliwia modelowanie zaréwno warunkowej wariancji, jak i wa-
runkowego odchylenia standardowego oraz wszystkich rozwigzan posrednich.

Model ten charakteryzuje sie nastepujaca funkcja wptywu informacji:
2
hi(ei—1) = (A4 aglei1]7)7 (2.191)

gdzie A - to stata zalezna od rzedu modelu.
Na rysunku 2.26. zaprezentowane zostaty przyktadowe funkcje wptywu informacji
mozliwe do uzyskania w powyzszym modelu. W modelu NARCH (p,q) niezbedna jest

oczywiscie takze estymacja parametru .

Rysunek 2.26: Przyktadowe funkcje wplywu informacji dla modelu NARCH

Krzywa wplywu informacji
T T T T

h — - 4=0.75
=1 n
\ — =2 1

s

E1

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Jak wida¢ modele te nie umozliwiaja opisu efektu dzwigni, gdyz informacja dobra
i zta tak samo wpltywaja na warunkowa wariancje w kolejnym okresie. W zaleznosci od
wyboru parametru 7y obserwuje sie rézng site wptywu nowych informacji na wartosé

warunkowej wariancji.

Modelowanie ,,efektu dzwigni”

Ujemna autokorelacja pomiedzy poziomem cen, a warunkowa wariancja udoku-

mentowana zostata w szeregu prac (por. Black (1976), Christie (1982), Nelson (1991),
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Glosten, Jagannathan, Runkle (1993)) szczegdlnie w odniesieniu do szeregéw stop
zwrotu z akcji i indekséw. Efekt ten nazywa sie ,efektem dzwigni”, gdyz spadek ceny
akcji zwieksza dzwignie finansows, powodujac wzrost ryzyka zwigzanego z inwestycja
w akcje tej spolki, co w konsekwencji prowadzi do wzrostu zmiennosci. Schwert wy-
kazal jednak, iz obserwowany efekt jest zbyt silny, by mozna go bylo wyttumaczy¢
jedynie zjawiskiem wzrostu dzwigni (por. Schwert (1989)). Jako drugie potencjalne
wyttumaczenie podaje sie zazwyczaj istnienie zmiennej w czasie premii za ryzyko
(por. Campbell, Hentschel (1992)).

Efekt dZwigni w modelach z czasem ciaggtym i w modelach stochastycznych (por.
rozdz. 2.9.1. i 2.9.3.) opisuje sie poprzez wprowadzenie odpowiedniej (ujemnej) kore-
lacji pomiedzy zrédtami losowosci w rownaniu opisujagcym zmiany ceny i w réwnaniu
wariancji.

W modelach deterministycznych efekt ten uzyskuje sie poprzez odpowiednia mo-
dyfikacje ksztaltu lub potozenia funkcji wpltywu informacji na warunkowa wariancje.

Warto zaznaczy¢, iz asymetria w strukturze zmiennosci generuje takze skosnosé

rozktadu stop zwrotu.

Istnieje wiele uogélnien modelu GARCH, ktore pozwalaja uwzgledni¢ asyme-
tryczny wpltyw dobrych i ztych wiadomosci, czyli dodatnich i ujemnych stop zwrotu
na warunkowa wariancje w kolejnym okresie (por. Bollerslev, Engle, Nelson (1994)).

Ponizej zaprezentowane zostang najpopularniejsze propozycje.

Takze w tym przypadku, rozréznienia wtasnosci modeli najprosciej dokonaé¢ po-
przez analize funkcji wpltywu informacji.
Efekt asymetrycznego wptywu informacji mozna uzyskaé¢ poprzez:
e przesuniecie symetrycznej krzywej wpltywu informacji tak, by minimum
funkcji nie wypadato dla £;,=0,
e zagwarantowanie minimum funkcji f(g;,_1) dla g,_; =0, ale wprowadzenie
asymetrii w nachyleniu obu ramion krzywej,

e poprzez taczne wprowadzenie powyzszych rozwigzan.

Modele z przesunieciem krzywej
Przyktadowym modelem z przesunieciem symetrycznej krzywej wptywu informa-

cji jest model QARCH(p,q) (Quadratic ARCH) bedacy naturalnym rozszerzeniem
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modelu NARCH(p,q):

q p
X X
hi =w+ E a;le—; — K| + E Bihi ;. (2.192)
=1

i=1

Przyjecie w modelu x>0 powoduje przesuniecie krzywej wpltywu informacji w prawo,

co pozwala uchwyci¢ silniejszy wptyw ztych wiadomo$ci na warunkows wariancje.
Szczegdlnym przypadkiem modelu (2.192), gdy v=2 jest model AARCH (Asym-

metric GARCH) rozwazany przez Engla (por. Engle 1990 ) o nastepujacej postaci dla

jednostkowych rzedéw modelu:
hy =w+ agl |+ dei_q + Bhy_1. (2.193)

Istnieje oczywiscie znacznie wiecej mniej popularnych rozwiazan w tym zakresie,
ktore mozna znalezé w literaturze.
Zmacznie czedciej wykorzystuje sie modele z asymetrycznym nachyleniem ramion

krzywej wptywu informacji.

Modele z asymetryczng krzywa wplywu informacji

W modelach tych opis efektu dzwigni uzyskuje sie poprzez narzucenie warunku,
iz lewe ramie krzywej ma rosnaé szybciej niz prawe, czyli f(-z)sf(x) dla z;0. Modele
te nazywa sie czasami modelami ,progowymi”, poniewaz w punkcie zero, mamy do

czynienia ze zmiang parametréw modelu.

Najpopularniejszymi modelami z tej grupy sa model EGARCH(p,q) (Exponential

GARCH) oraz zawierajace sie w modelu o nastepujacej postaci :
ol a P ol
htz =w+ Z [Ozi‘&'tfi‘,y + Oéi_I[(Et_1<0)|€t7¢|ﬂq -+ Z ﬁjhf—ju (2194)
i=1 j=1

gdzie:

1; gdy p=prawda,
L) = (2.195)
0; gdy p=falsz.
Spotyka sie réwniez alternatywna posta¢ modelu (2.194):
ol a P ol
hi =w+ Y [afle, soleil” + 05 T <oleil] + > Bk, (2.196)
i=1 j=1

W powyzszym modelu parametr vy jest parametrem podlegajacym estymacji.
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Gdy zaltozy sie, ze:

v = 1, prowadzi to do znanego modelu TARCH ( Threshold ARCH) wprowadzonego
przez Zakoiana w 1990 roku modelujacego asymetrie warunkowego odchylenia

standardowego (por. Zakoian (1990)):

q

p
Vhi=w+ ) [ailei| + o T, <o)leil] + Zﬁj\/ he; (2.197)
1 =1

~ = 2, uzyskuje sie bardzo popularny model Glostena, Jaganathana, Runklego (GJR-

GARCH) 7 1993 roku opisujacy asymetrie warunkowej wariancji (por. Glosten,
Jaganathan, Runkle (1993))

q p
ht =w+ Z [Oéi&'?fi -+ a;]:[(et_1<0)8t27,[:} + Z ﬁjhtfj- (2198)

i=1 j=1

Funkcja wptywu informacji w modelu GJR-GARCH dana jest nastepujacym wzo-
rem:

A+ ag? | g1 >0

ht(&"t,l) = (2199)

A+ (a+a7)e?, g.1<0
Na rysunku 2.27. zaprezentowane zostaly trzy przyktadowe funkcje wplywu in-
formacji mozliwe do uzyskania w modelu GJR-GARCH dla trzech réznych wartosci
parametru a; . Dla o] =0 otrzymujemy model z symetrycznym wplywem informa-
cji przesztej na warunkows wariancje. Wraz ze wzrostem «; rosnie efekt asymetrii

i wzrasta réznica pomiedzy uwzglednianiem informacji dobrych i ztych.

Rysunek 2.27: Przyktadowe funkcje wptywu informacji dla modelu GJR-GARCH

Asymetryczna krzywa wplywy informaciji dla modelu GJR-GARCH
T T T T T T

Re

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Bezwarunkowa wariancja najczesciej wykorzystywanego modelu GJR-GARCH(1,1)

dana jest wzorem:

w
VGir-GarcH = a5 (2.200)
gdzie:
_ I
a=oy+50p. (2.201)

Najczesciej wykorzystywany model GJR-GARCH(1,1) przedstawia sie czesto row-

niez w nastepujacy sposob:

he = w+ gie7_1 + 9o 1Lie, 1<0) + Bhu—1 (2.202)

g1 =a(l+c)? Ga = 20c?, (2.203)

co prowadzi do nastepujacej postaci modelu:
?f €—1

Ve

hy = ahy_q ((1 + 02); L _ 2
t—1

e S T (2.204)
hy 1

Kolejnym modelem pozwalajacym opisa¢ efekt dzwigni przez wprowadzenie asy-
metrii w ksztatcie funkcji wptywu informacji jest zaproponowany w 1991 roku przez

Nelsona model EGARCH (p,q) o nastepujacej postaci (por. Nelson (1991)):

q p
Inh, =w+ Z a;g(z—i) + Z Bilnh_;, (2.205)
i=1

j=1

gdzie: z, = &;/\/hy.

Posta¢ funkeji g(-) dobrana jest w taki sposéb, by umozliwiata zaréwno uwzgled-

nienie wptywu znaku z;, jak i wartodci bezwzglednej.

9(z) = Zt + 0 (|2 —VEHZtHZ : (2.206)
efekt znaku efekt wartosci bezwzglednej

Model EGARCH jest modelem, ktorego postaé zalezy od przyjetego rozktadu wa-

runkowego stop zwrotu, czyli rozktadu z;,. Warto przypomnie¢, iz na z; nalozony jest
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jedynie warunek niezaleznosci, statosci rozktadu oraz jednostkowej wariancji i zero-
wej Sredniej. Najczesciej rozpatruje sie w tym zakresie rozktady: normalny, GED,
symetryczny lub skosny t-Studenta. Dla poszczegdlnych rozktadow wartosé E[|z]

pojawiajaca sie we wzorze (2.206) dana jest nastepujacymi wzorami:

- dla rozkladu normalnego:

Eflz|] = g, (2.207)

™

- dla sko$nego rozkladu : t-Studenta’:

262 2 (H2) Vv —2

Ellz|] = : 2.208
[[2¢]] E+1 R - T (3) ( )

- dla rozkladu GED:
E[jz|] = o () (2.209)

gdzie A jest stala normujaca dana wzorem (2.59).

Najczesciej jako warunkowy rozktad wykorzystuje sie rozktad N(0,1) i wtedy naj-
popularniejszy model EGARCH(1,1) mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob:

_ _ 2
In ht =w+ OélaEtil + Qayp ( |€t 1| - %) -+ ﬁl In h,tfl. (2210)
t—1

Przyjecie ujemnej wartosci oy, pozwala modelowaé¢ efekt dZzwigni.

W modelu EGARCH, w przeciwienstwie do wczesniej rozpatrywanych
modeli, nie ma ograniczenia, ze parametry modelu musza by¢é dodatnie,

co jest niewagtpliwie zaletg modelu.

Funkcja wplywu informacji w modelu FGARCH(1,1) dla normalnego rozktadu

warunkowego dana jest nastepujacym wzorem:

Aexp {(Oqa + alb)%} :dla g1 >0
he(ee-1) = (2.211)

AeXp |i(0[1a — Oélb>\;;—_t—l_1:| ; dla ¢4 < 0,

38 Dla ¢ = 1 uzyskujemy wzoér dla symetrycznego rozkladu t-Studenta.
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gdzie:
_ b 2
A=h"exp |w—apy/—|. (2.212)
T
Przyktadowa funkcja wptywu informacji zaprezentowana jest na rysunku 2.28.

Rysunek 2.28: Przyktadowa funkcja wptywu informacji dla modelu EGARCH

Asymetryczna krzywa wplywy informacji dla modelu EGARCH

&

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Jest to funkcja z minimum dla ¢, =0, lecz o asymetrycznym nachyleniu ramion.
W przeciwienstwie do modelu GJR-GARCH, ramiona funkcji nie sa parabolami, lecz

majg posta¢ funkcji wyktadniczych.

Wada modelu FGARCH jest trudna aplikacja. Juz samo wyestymowanie para-
metréw i oszacowanie bledéw estymacji jest znacznie trudniejsze niz w przypadku
modelu np. GJR-GARCH, ktéry jest modelem liniowym w stosunku do k. Srednia
wariancja bezwarunkowa dana jest takze wzorem znacznie bardziej skomplikowanym,
niz w przypadku modelu GJR-GARCH:

omanf? et vab)] -

VEGARCH = exp 1—3 +§ 1— 3
- Ml - M

< T [Fa(0ra: awp, 81) + Fru(—aia, an, 41))] (2.214)
m=0
gdzie:
Fr(0a, a1p, B1) = N[0 (01 4 o)) exp (87" angas) (2.215)
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N(z) = \/% /_m e_TZde (2.216)

Takze wykorzystanie modelu FGARCH w zakresie prognozowania przysztych war-
tosci warunkowej wariancji nastrecza zdecydowanie wigcej problemow, niz dla mo-
delu GJR-GARCH, czy TARCH (por. rozdz. 3.). Brak jest jednoznacznej odpowie-
dzi, ktory z modeli EGARCH, czy GJR-GARCH lepiej opisuje szeregi stép zwrotu.
Kazdy z modeli ma swoich zwolennikéw i przeciwnikéw (por. Bollerslev, Engle, Nelson
(1994), Bera i Higgins (1995)).

Modelem umozliwiajacym jednoczesne ujecie efektu przesuniecia krzywej wplywu
informacji oraz asymetrii w ksztalcie krzywej jest bardzo elastyczny model przedsta-
wiony przez Hentschela. Model ten umozliwia réwniez oczywiscie analize modeli nie
uwzgledniajacych efektu dzwigni (por. Hentschel (1995)). Zaproponowany model ma
nastepujaca postac:

£
hi,—1

he 1 ¢
2w anf )+ R (2217

§

gdzie:
F(2) = |2 — bl — ez — ). (2.218)

W ramach tej postaci mozliwe jest uzyskanie wszystkich zaprezentowanych wcze-
$niej podstawowych modeli zarowno o symetrycznych, jak i asymetrycznych, przesu-

nietych, jak i nie przesunietych funkcjach wptywu informacji na warunkows wariancje
(por. Hentschel (1995)).

Modelowanie dlugoterminowej pamieci szeregéw zmiennosci

Jak juz zostato zasygnalizowane, w wielu przypadkach, szczegélnie dla szeregow
stop zwrotu o duzej czestotliwosci, wyestymowane parametry modelu GARCH(p,q)

cechuja si¢ nastepujaca wtasnoscia:

q p
> ai+) Bl (2.219)
i=1 j=1

Doprowadzito to do koniecznosci wprowadzenia osobnej podklasy modeli IGARCH
(Integrated GARCH). Podklasa ta zaproponowana zostata przez Engla i Bollersleva
i cechuje sie tym, ze ze informacja z dowolnie odlegtej przesztosci jest istotna w wyja-
$nianiu biezacej wartosci warunkowej wariancji procesu, a bezwarunkowa wariancja

procesu jest nieskoniczona (Bollerslev, Engle (1986)).
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Model IGARCH(p,q) zapisuje sie w analogii do wzoru (2.183) w postaci:
L)1 = D) =+ [1 - B(L)w, (2.220)
gdzie ¢(L) jest wielomianem rzedu m—1 o postaci:

6(L) =1 - a(L) - L)1 - L), (2.221)

a m=max(p, q).

Najprostsza wersja modelu IGARCH dana jest wzorem:
hi =w+ag; |+ (1 —a)h 1. (2.222)

Model ten okazal si¢ przydatny do opisu zaréwno stép zwrotu z akcji, indeksow akeji,
walut i towardw, ale takze do opisu zmian poziomu stép procentowych (por. np. Bera
i Higgins (1995), Bollerslev, Engle, Nelson (1994), Knight, Satchell (1998)).

W przypadku modeli GARCH, wptyw informacji z chwili ¢ maleje w kolejnych
chwilach w sposéb wyktadniczy, a dla modeli IGARCH nie zanika w ogdle. Okazato
sie jednak, ze dla niektérych szeregéw wptyw informacji z chwili ¢ na kolejne war-
tosci warunkowej wariancji maleje, ale wolniej niz dla modeli GARCH. Obserwacja

ta doprowadzita do wprowadzenia (analogicznie do omawianego wcze$niej modelu

ARFIMA) procesu FIGARCH(p,d,q) (Fractionally IGARCH) danego wzorem:
G(L)(1 — L)'e} = w+ [1 — B(L)]ws, (2.223)

gdzie (0;dj1) oraz wszystkie pierwiastki ¢(L) i [1 — F(L)] leza poza okregiem jednost-
kowym.

Alternatywnie wzér (2.223) mozna zapisaé jako:
1= ALY = w+ [1— BLISE)(1 — L) (2.224)
czyli:

he = wll = B + {1 = [1 = BI)]$(L)(1 - L)} <2 (2.225)

Model ten zostal wprowadzony przez Baillie’a, Bollersleva, i Mikkelsena w 1993
roku (por. Baillie, Bollerslev, Mikkelsen (1996)). W modelu tym funkcja autokorelacji
kwadratow stop zwrotu maleje w sposodb hiperboliczny, czyli wolniej niz dla modelu

GARCH, w ktérym maleje wyktadniczo.
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Efekt dlugoterminowej zaleznoéci danych w szeregach zmiennosci jest zdecydowa-
nie silniejszy niz w przypadku stop zwrotu, niemniej jednak w tym obszarze modele

utamkowe nie zyskaly jeszcze naleznej popularnosci.

W zastosowaniach praktycznych wykorzystuje sie co najwyzej proste modele (por.

Knight, Satchell (1998)), Jarrow (1998))), np. FIGARCH (1,d,1):
hi =w+ Bihyy +[1 — BiL — (1 — ¢ L)(1 — L)Yel. (2.226)

Powyzej zaprezentowany zostal standardowy model FIGARCH (p,d,q) wywodzacy
sie z modelu GARCH(p,q), niemniej mozliwe jest wykorzystanie w ramach tej koncep-
cji takze innych (np. asymetrycznych) modeli heteroskedastycznych opisujacych h;.
Podejscie uogdlniajace model EGARCH przedstawili Bollerslev oraz Mikkelsen (por.
Bollerslev, Mikkelsen (1996)), ktérzy zastosowali model do dziennych stép zwrotu z in-
deksu S&P500 z okresu 1953-1990 i otrzymali oszacowanie parametru d na poziomie
0,63. Baillie, Bollerslev, Mikkelsen rozpatrywali modele dziennych stop zwrotu z kur-
séw DM/USD z okresu 1972-92. Analizie poddane zostaly proste modele GARCH,
FIGARCH oraz IGARCH. Dhugoterminowsg, zaleznos¢ kwadratéw reszt modelu naj-
lepiej opisywal model FIGARCH (1,d,0) z parametrem d = 0, 823.

Podsumowujac rozwazania o zaprezentowanych powyzej deterministycznych mo-
delach warto zauwazy¢, iz w zastosowaniach praktycznych najwieksza popularnosé
zdobyl najprostszy model GARCH(1,1) oraz model GJR-GARCH(1,1). Nieznacz-
nie mniejszym zainteresowaniem cieszy si¢ model EGARCH(1,1). Nadal stosunkowo
rzadko rozpatrywane sa w praktyce modele umozliwiajace opis (znacznie wyrazniej-
szej, niz w przypadku szeregdw stép zwrotu) dlugiej pamieci szeregéw kwadratéw

reszt modelu.

Warto na koniec raz jeszcze zaznaczy¢, iz o ostatecznych wlasnosciach i jakosci
modelu decyduja tacznie:
e postac rozktadu warunkowego,
e posta¢ modelu warunkowej wartosci oczekiwanej,

e posta¢ modelu warunkowej wariancji.
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Tabela 2.4: Zestawienie cech deterministycznych modeli warunkowej wariancji

Model Skupianie | Efekt | Dhuga

zmiennoséi | dzwigni | pamieé

Uwagi

ARCH X - -

wymagane wysokie rzedy modeli

GARCH X - -

zadowalajace wlasnosci przy ma-

tej liczbie parametréw

NARCH X - -

umozliwia plynne przejscie po-
miedzy modelowaniem warunko-
wej wariancji a warunkowego od-

chylenia standardowego

QARCH X X :

model 2z przesunieciem syme-
trycznej krzywej wplywu infor-

macji

TARCH X X -

model warunkowego odchylenia
standardowego, asymetryczne na-
chylenie potegowych ramion krzy-

wej wpltyw informacji

GJR-GARCH X X -

model warunkowej wariancji, asy-
metryczne nachylenie parabolicz-
nych ramion krzywej wplyw in-

formacji

EGARCH X X -

model warunkowej wariancji, asy-
metryczne nachylenie wyktadni-
czych ramion krzywej wpltyw in-

formacji

FIGARCH X - X

funkcja autokorelacji kwadratow
reszt modelu maleje hiperbolicz-

nie

IGARCH X - X

nieskonczona  pamie¢  procesu

kwadratoéw reszt modelu

FIEGARCH X X X

bardzo rzadko analizowany model

Zrodlo: opracowanie wlasne.

147




2.9. Uogolnienia w zakresie o

Modelowanie efektu premii za ryzyko

Wiele teorii w finansach zaktada istnienie zwigzku pomiedzy ryzykiem a oczeki-
wana stopa zwrotu. W modelu linii rynku kapitatlowego CML (por. Jajuga, Kuziak,
Markowski (1997)) zaktada sie na przyktad liniowy zwiazek pomiedzy zmiennoscia
(odchyleniem standardowym), a premia za ryzyko.

Opis takiego zwigzku umozliwia wprowadzony przez Engle’a, Liliena i Robinsa
w 1987 roku modelu ARCH-M (ARCH in Mean), w ktérym zaktada sie, iz warunkowa

warto$¢ oczekiwana zalezy od warunkowej zmiennosci procesu:
e = p+ Ag(ha), (2.227)

gdzie g(-) jest funkcja opisujaca charakter wpltywu warunkowej wariancji na warun-
kowa warto$é¢ oczekiwana. Wyrazenie Ag(h;) okresla sie jako premie za ryzyko, a A
to cena za jednostke ryzyka (A>0).

Model ten tgczy zagadnienie modelowania warunkowej wartosci oczekiwanej z war-
toscia warunkowej wariancji. Wariancja h; moze by¢ opisana dowolnym modelem
deterministycznym lub stochastycznym warunkowej zmiennosci.

Funkcja g(h;) moze by¢ zdefiniowana w ogdlnoséci poprzez transformate Boxa-
Coxa (por. Das, Sarkar (2000)), co prowadzi do tzw. modelu ARCH-NM (ARCH in

Nonlinear Mean):

Mol €#0
Inhy; €=0.

g(he) = (2.228)

Standardowo wykorzystuje si¢ jednak najczesciej jedna z trzech postaci modelu:

Vhe, €
g(ht) = §
In(hy); €

1
2
1. (2.229)
0

W pracy Dasa przedstawiono wzory na wartos¢ oczekiwang, wariancje oraz au-
tokorelacje procesu opisanego modelem ARCH-NM. Model ARCH-NM wprowadza

bowiem autokorelacje w szeregu stép zwrotu (por. Das, Sarkar (2000)).

Model ARCH-NM posiada ciekawg interpretacje w postaci modelowania premii
za ryzyko i fakt ten stanowi o jego gléwnej sile w teorii finanséw. Co do jakosci

opisu szeregdw stop zwrotu sprawa jest juz kontrowersyjna (por. np. Jarrow (1998),
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Bollerslev, Chou, Kroner (1992)). Hafner i Herwartz wykazali na przyktad, ze w wielu
przypadkach nie posiadajacy interpretacji ekonomicznej prosty model zaktadajacy
efekt autoregresji w warunkowej warto$ci oczekiwanej moze lepiej opisywaé szeregi

stop zwrotu z akeji i indekséw (por. Hafner i Herwartz (1999)).

Testowanie efektu A RCH oraz estymacja parametréw modeli

Na zakonczenie rozwazan o modelach klasy ARCH zasygnalizowane zostang za-
gadnienia zwiazane z testowaniem efektu ARCH, estymacjg parametréw modeli oraz

wyborem modelu.

Do tej pory najpopularniejszym testem efektu ARCH jest zaproponowany przez
Engle’a test oparty na mnozniku Lagrange’a (por. Engle (1982)). Hipoteza zerowa
zaklada brak efektu ARCH, czyli a3 =ay=...=q,. Statystyka LM réwna si¢ T R?,
gdzie T to liczba wszystkich obserwacji, a R? to wspoétezynnik determinacji réwnania
regresji liniowej kwadratéw reszt modelu € wzgledem 1, €7 |, €7 5, ..., €/, oszaco-

wanego metoda najmniejszych kwadratow:
q
g =wt > e, (2.230)
i=1

Statystyka T'R? ma asymptotycznie rozklad x? z ¢ stopniami swobody. Wadg testu
jest fakt, ze trudno go w prosty sposéb uogélni¢ na przypadek testowania efektu
GARCH. Testowanie efektu GARCH(1,1) sprowadza si¢ wiec do testowania efektu
ARCH(1).

Inne testy dotyczace efektu ARCH znalezé mozna w pracach przegladowych (por.
np. Bollerslev, Engle, Nelson (1994), Gouriéroux (1997), Tsay (2002)).

Ponizej zaprezentowana zostanie jedna z popularniejszych metod estymacji pa-
rametrow modeli klasy ARCH - metoda najwiekszej wiarygodnosci. Analizie

podlega model o postaci:

Ty = ,LLt + \/ htzta (2231)

gdzie p; to dowolnie zdefiniowana warunkowa wartosé¢ oczekiwana, a h; to warunkowa
wariancja procesu. Zmienna losowa z; pochodzi z jednego z rozpatrywanych w pod-

rozdziale 2.7. rozktadow takich, ze z; ~ #id(0,1). Dla uproszczenia zapisu wzoréw,
przyjmijmy:
M = T — [y (2.232)
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Wektor lﬁ parametréw modelu (2.231) zawierajacy parametry warunkowej warto-
Sci oczekiwanej, warunkowej wariancji oraz niekiedy parametry rozktadu (np. liczba
stopni swobody oraz parametr okreslajacy sko$nos$¢) wyznacza si¢ poprzez maksy-
malizacje (przy odpowiednich warunkach granicznych) logarytmu funkcji najwiekszej

wiarygodnosci zdefiniowanego w zaleznosci od rozktadu z; w sposéb nastepujacy:

dla rozkladu normalnego:

2

LLFy (s, hy) = 1n 2 — = Zln he — = h (2.233)
t

dla rozkladu t-Studenta:

LLFg(dg:m hy) = —gln(ﬂ(l/—Q))JrTln (r (”"2”)) ~r(r(5)) -

dla rozkladu GED:

LLFa(daim, he) = gln (;) T (F G)) —T<V$1>ln(2)—...

v

(2.235)

Z

l\D|>—t

——Zln hy) —

)\h2

dla rozkladu sko$nego t-Studenta:

LLFus(dopsim, i) = T {—% In(r(v — 2)) + In (r <”; 1)) —In (T (g)) T

2 -
+1In <§+%> +ln(s)} — 5;{111(}%)—1—
+(w+1)h {1 + %g—ﬂ } , (2.236)

gdzie m i s dane sa wzorami (2.80), (2.81), a z; 1 I; to:

- 1 dlaz > —
Zt —_= Mt = ﬁ7 [t = b=
Tt It —1 dla z < —

(2.237)

w3 =3
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Oszacowanie btedow estymacji otrzymuje sie na podstawie macierzy informacyjnej
Fishera (por. np. Géing (1996), Gouriéroux (1997), Jarrow (1998)).

Po wyestymowaniu parametrow modelu, jakos¢ samego modelu testuje sie za po-
mocy typowych technik analizy standaryzowanych reszt modelu. Jesli model jest
dobry (prawidlowa posta¢ oraz wartosci parametréow) , standaryzowane reszty®® po-
winny pochodzi¢ z rozpatrywanego rozktadu warunkowego oraz powinny cechowaé si¢
niezaleznoscia, w tym takze niezaleznoscig kwadratéw standaryzowanych reszt. Od-
powiednie procedury weryfikacji jako$ci modeli znalezé mozna w pracy Bollersleva,
Engle’a, Nelsona (por. Bollerslev, Engle, Nelson (1994)).

Wyboru pomiedzy alternatywnymi modelami dokonaé¢ mozna na podstawie uzy-
skanych wartosci logarytmu funkcji najwiekszej wiarygodnosci.

W przypadku modeli zagniezdzonych (zawierajacych sie w sobie), wykorzystaé
mozna test ilorazu wiarygodnosci LRT (Likelihood Ratio Test) o nastepujacej staty-

styce:
LRT = 2(LLF, — LLFy), (2.239)

gdzie:
LLF; -to warto$¢ logarytmu funkeji najwiekszej wiarygodnosci dla modelu z mniejsza
liczba restrykeji,
LLF, - to wartos¢ logarytmu funkcji najwiekszej wiarygodnosci dla modelu z wieksza
liczba restrykcji.
Statystyka LRT ma rozklad asymptotyczny x? z liczbg stopni swobody réwng réznicy
w liczbie restrykeji.
W przypadku modeli niezagniezdzonych, jak i zagniezdzonych mozna réwniez po-
shuzy¢ sie jednym z tzw. kryteriow informacyjnych. Najpopularniejsze, mozliwe do

wykorzystania kryteria informacyjne zdefiniowane sg w nastepujacy sposob:

o Akaike’a:

AIC = —2LLF + 2k, (2.240)

39Przez standaryzowane reszty modelu rozumie sie reszty postaci:

~ Tt — Kt
2t = ———.

C Ve

(2.238)
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e Schwartza:

SIC = =2LLF +2Ink, (2.241)
e Hannana-Quinna:

HQIC = —2LLF 4 2kIn(In N), (2.242)

gdzie:
N - liczba obserwacji ,
k - liczba parametréw modelu.
Minimalna warto$¢ kryteriow informacynych wskazuje na optymalng posta¢ mo-
delu. Wybor kryterium pozostaje sprawa subiektywna. Poszczegdlne kryteria z rézna
sitg uwzgledniajg wprowadzenie kolejnych parametréw modelu. Najczesciej wyko-

rzystywane jest kryterium Akaike’a.

2.9.3. Modele zmiennosci stochastycznej

Prezentowane do tej pory modele dla czasu dyskretnego cechowaly sie tym, ze co
prawda byty modelami dwuréwnaniowymi, w znaczeniu, iz osobne réwnanie opisy-
wato zmiany stop zwrotu i osobne zmiany w zakresie wartosci zmiennosci, lecz istniato
tylko jedno zrédto losowosci.

Podejscie to mozna uogdlni¢ w analogiczny sposéb do tego, jaki zaprezentowany
zostal na stronie 126 w odniesieniu do modeli z czasem ciggtym, a mianowicie poprzez
wprowadzenia drugiego zrédla losowosci w réwnaniu warunkowej wariancji. Zrédto
losowosci z rownania warunkowej wariancji moze by¢, lecz nie musi, skorelowane ze

zrodtem losowosci z rownania stop zwrotu.

Modele takie nazywa sie ogdlnie modelami stochastycznej zmiennosci (Sto-
chastic Volatility Models - SV'). W modelach tych w przeciwienstwie do modeli klasy
ARCH, warunkowa wariancja w chwili ¢ nie jest powiazana zaleznoscia czysto de-
terministyczng z informacjami dostepnymi w chwili ¢-1, lecz jest osobnym procesem

stochastycznym.

Ze wzgledu na znaczne trudnosci w estymacji parametréw modelu oraz w formuto-
waniu prognoz, modele te nie doczekalty sie jeszcze tak powszechnej popularnosci jak
modele deterministyczne, cho¢ potencjalnie poprzez wprowadzenie drugiego zrédta

losowosci umozliwiaja one lepsze dopasowanie do danych empirycznych.
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Najprostszy i jednoczesnie najczesciej rozwazany model SV zdefiniowany jest

w nastepujacy sposob:

ro= nte, (2.243)
€4 = exp (%) 2t (2.244)
2 ~ N(0,1), (2.245)
hy = w + Bhy—1 + oy, (2.246)
e~ N(0,1). (2.247)

Przyjecie zaleznosci wyktadniczej w rownaniu (2.244) zapewnia, analogicznie jak
w modelu EGARCH, dodatnig wartos¢ warunkowej wariancji niezaleznie o wartosci
parametrow.

Model ten umozliwia opis skupiania wariancji, autokorelacji kwadratow stop zwrotu,
grubych ogonéw rozktadu bezwarunkowego.

Jego popularno$¢ zwiazana jest jednak przede wszystkim z faktem, ze model ten
jest naturalng dyskretyzacja proceséw dyfuzji, w zakresie stép zwrotu i zmiennosci,
rozpatrywanych dla czasu ciagtego.

Powstato szereg uogolnien tego modelu pozwalajacych opisywaé autokorelacje
w szeregach stop zwrotu, czy efekt dzwigni. Mozliwe jest takze wykorzystanie od-

miennych rozkladow niz rozktady normalne (por. Pajor (2001)).

Najpopularniejszy nadal jednak pozostaje, zdefiniowany rownaniami (2.243)-(2.247),
model SV z réownaniem warunkowej wariancji zadanym przez proces autoregresji rzedu
pierwszego, w ktérym oba Zrédla losowosci sg ze sobg nieskorelowane”. W modelu
tym proces h; pozostaje stacjonarny dla || <1, co zapewnia réwniez $cista stacjonar-

nos¢ ry. Bezwarunkowa wartos¢ srednia oraz wariancja procesu h; dane sa wzorami:

(2.248)

(2.249)

40Przyjecie ujemnej autokorelacji pomiedzy zrédtami losowosci pozwala modelowaé efekt dzwigni.
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Wariancja bezwarunkowa r; oraz kurtoza r; w modelu SV dane sa nastepujacymi

zaleznos$ciami:
o2
var[ry| = exp <?h) , (2.250)
o2
kurt[r;] = 3exp (1_7%2) > 3. (2.251)

Niestety estymacja parametrow procesu metoda najwiekszej wiarygodnosci wy-
maga numerycznego obliczenia n-wymiarowej catki z tacznego rozktadu wektora ob-
serwacji (r;) 1 zmiennej nieobserwowalnej (h;). Procedura ta zostata opisana np.
w pracy Pajor (por. Pajor (2001)). Mozliwe jest takze wykorzystanie np. metody mo-
mentow, quasi-najwiekszej wiarygodnosci, wnioskowania bayesowskiego (por. Going
(1996)).

Ze wzgledu na problemy z estymacja parametréw i formutowaniem prognoz, model
ten nie zyskat jak do tej pory popularnosci. Nie bedzie wiec analizowany w dalszej
czesci pracy. Zgodnie z zapowiedzig dalszym analizom w zakresie konstrukeji prognoz
i wyceny opcji poddane zostana jedynie modele o charakterze deterministycznym
pochodzace z klasy modeli ARCH.
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2.10. Modelowanie szeregéw natychmiastowych stop

procentowych

Celem rozdzialu jest przedstawienie pewnej klasy modeli szeregéw stop procen-
towych, ktore stanowia rozszerzenie zagadnien prezentowanych w zwigzku z modelo-
waniem szeregow cen akcji, walut oraz towaréw. Nie jest to jednak gléwny nurt
rozwazan niniejszej pracy. Znajomos¢ procesu zmian stop procentowych umozli-
wia wyceng¢ prostych instrumentow zerokuponowych, instrumentéw kuponowych, in-
strumentéw pochodnych na stopy procentowe*'. Znajomosé¢ proceséw pewnych stop
procentowych wykorzystywana jest réwniez w modelach wyceny instrumentéw po-
chodnych na inne instrumenty niz stopy procentowe, gdzie zaktada si¢ ze wolna od
ryzyka stopa procentowa nie jest stata (por. np. Wilmott (1999)).

Na rynku stop procentowych analizowane sg zmienne w czasie stopy procentowe,
ktorych zmiany sg zrodlem ryzyka.

Wyrdznia sie cztery podstawowe rodzaje stop procentowych. Ponizej wprowadzone

zostana ich definicje (por. Weron i Weron (1998)):

R(t) - stopa natychmiastowa (spot interest rate)*?

N-okresowa natychmiastowa stopa procentowa jest to stopa procentowa dla

pozyczki/lokaty®® zaczynajacej sie natychmiast i trwajacej N okreséw*?.

F(t,T) - stopa terminowa (forward interest rate)
Stopa terminowa reprezentuje natomiast oprocentowanie pozyczki/lokaty za-

wartej na pewien przyszty okres [t,T].

r(t) - natychmiastowa chwilowa stopa procentowa (instantaneous spot rate)
Natychmiastowa chwilowa stopa procentowa odpowiada oprocentowaniu po-
zyczki/lokaty rozpoczynajacej sie natychmiast i trwajacej dowolnie maty okres
[t,t + dt].

41 Jest to uzywany skrot myélowy, gdyz wlasciwie méwimy o instrumentach pochodnych wysta-

wionych na instrumenty (umowy) zalezne od poziomu stép procentowych.

42Niestety zachodzi konflikt oznaczen pomiedzy natychmiastowa i chwilows stopa procentows
a prosta i logarytmiczna stopa zwrotu. Pozostaniemy jednak w tym podrozdziale przy typowych
literaturowych oznaczeniach.

13W rzeczywistodci rozréznieniu podlegaja oczywiscie stopy po ktérych mozemy zaciagaé kredyt
oraz te po ktorych deponujemy $rodki pieniezne.

N oczywiscie nie musi byé ani liczba naturalna, ani wicksza od 1. Mozna analizowaé np. tygo-

dniowe, miesieczne, roczne, czy piecioletnie natychmiastowe stopy procentowe.
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f(t,T) - chwilowa stopa terminowa (instantaneous forward rate)
Analogicznie, chwilowa stopa terminowa odpowiada stopie pozyczki/lokaty usta-
lonej w chwili ¢, rozpoczynajacej sie w momencie T i zwracanej po nieskonczenie

krotkiej chwili.

Zwiazki taczace poszezegolne stopy procentowe znalez¢ mozna na przyktad w pracy
Werona i Werona (por. Weron i Weron (1998)) oraz w pracy Wilmotta (por. Wilmott
(1999)).

Modelowanie zachowania stép procentowych rozwaza sie przede wszystkim w kon-
tekscie stop natychmiastowych, gdyz pozwala to zastosowaé do modelowania zmian
procesow, jak i do wyceny instrumentéow diuznych i instrumentéw pochodnych na
stope procentowa catego aparatu matematycznego zwigzanego z procesami klasy I[to
(por. Musiela i Rutkowski (1999)).

Oznaczajac przez P(t,T) wartosé¢ obligacji zerokuponowej, ktéra w chwili 7" wy-
ptaca jednostke pieniezng, otrzymuje sie nastepujace powigzania stop procentowych

z cena obligacji:

P(t,T) = e~ T-HED) (2.252)
P(t,T) = exp (—/t f(t, s)ds) (2.253)

P(t,T) = Eexp <— /t Tr(s)ds) . (2.254)

7. zagadnieniem modelowania stép procentowych wiaze si¢ nieodtacznie pojecie
struktury czasowej (terminowej) stop procentowych (krzywej dochodowosci- spot yield
curve). Definiuje sie ja jako zaleznos¢ stép zwrotu (w skali rocznej) wolnych od ry-
zyka obligacji zerokuponowych od ich terminu wykupu (por. Hull (1998)). Struktura
czasowa dla obligacji zerokuponowych obrazuje wiec zalezno$¢ pomiedzy stopami na-

tychmiastowymi, a odpowiednimi terminami wykupu.

Najczesciej wykorzystywane modele mozemy podzieli¢ na (por. Weron i Weron

(1998), Hull (1999)):
1.a. modele chwilowej stopy natychmiastowej, r(t),

1.b. model terminowej chwilowej stopy procentowej, f(¢,T),
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2.a. modele jednoczynnikowe,
2.b. modele wieloczynnikowe,
3.a. modele réwnowagi (equilibrium models),

3.b. modele braku arbitrazu (no-arbitrage models).

Podzial na modele stop r(t) i f(¢,T) jest klarowny i wynika bezposrednio z za-
prezentowanych powyzej definicji tych stop. Warto zauwazy¢, ze stopa r(t) = f(t,t).
Ze wzgledu na znacznie tatwiejsza aplikacje, zdecydowanie czedciej wykorzystuje sie
nadal modele chwilowej natychmiastowe]j stopy procentowej

Podzial na modele jedno- i wieloczynnikowe wynika z przyjetej w modelu liczby
zrodet losowosci. Jest to sytuacja analogiczna jak z z modelami cen instrumentow
finansowych. Najprostsze modele klasy [t0 z jednym Zrédlem losowosci w postaci
rozniczki procesu Browna sg modelami jednoczynnikowymi, a alternatywa sa modele
wieloczynnikowe (najczesciej dwuczynnikowe), ktére zaktadaja np., ze proces powraca
do zmieniajacego si¢ w sposob losowy poziomu Sredniego, badz parametr zmiennosci
procesu zmienia si¢ w sposéb losowy w czasie. Sa oczywiscie takze inne koncepcje
modeli wieloczynnikowych.

Modele rownowagi w przeciwienstwie do modeli braku arbitrazu nie dopasowuja
si¢ automatycznie do do aktualnej struktury stép procentowych. W modelach braku
arbitrazu, dzisiejsza krzywa dochodowosci jest parametrem wejsciowym procedury
szacowania modelu, natomiast w modelach rownowagi pojawia sie ona na wyjsciu
procedury, gdy dla oszacowanych parametréw modelu dokona si¢ wyceny instrumen-
tow bezkuponowych, a nastepnie wyznaczy si¢ odpowiednie stopy w terminie do wy-
kupu. Otrzymana w ten sposéb krzywa dochodowosci nie musi si¢ zgadzac z aktualnie
obserwowang na rynku krzywag dochodowosci.

W niniejszej pracy w obszarze zainteresowan znajduja sie jedynie jedno-
czynnikowe modele réwnowagi chwilowej stopy natychmiastowej r(t), ktére
nastepnie zostang rozszerzone do pewnej klasy modeli dwuczynnikowych

zaktadajacych zmienny w czasie parametr zmiennosci modelu.

Jednoczynnikowe modele ré6wnowagi dla chwilowej stopy natychmiasto-

wej r(t) dane sa nastepujacym réwnaniem:
dr(t) = m(r) + s(r)dB(t), (2.255)

157



2.10. Modelowanie szeregéw natychmiastowych stép procentowych

gdzie m(r) i s(r) sa funkcjami jedynie zmiennego w czasie poziomu stép procento-
wych, a parametry modelu sg state w czasie. Jedynym zrodiem losowosci jest w tym
modelu rézniczka procesu Browna - dB(t).

Szerokiego przegladu i poréwnania modeli natychmiastowej chwilowej stopy pro-
centowej dokonali w 1992 roku Chan, Karolyi, Longstaff i Sanders (por. Chan, Ka-
rolyi, Longstaff i Sanders (1992)). Analizowali oni modele zawarte w szerokiej klasie

modeli mozliwych do opisania poprzez réwnanie - model CKSL:
dr(t) = (a+ Br(t)%)dt + or(t)*dB(t), (2.256)

co pozwala w ramach tego modelu na rozpatrywanie wielu standardowych modeli
zawierajacych si¢ w postaci ogélnej. W tablicy 2.5. przedstawione zostana typowe
modele chwilowej stopy procentowej mozliwe do otrzymania w ramach uogolnionego
modelu CKLS. Przedstawione zostang réwniez odpowiednie restrykcje prowadzace do

otrzymania konkretnego modelu.

Dla uproszczenia zapisu pominieto fakt, ze poziom stopy procentowej jest funkcja

czasu; r = r(t).

Tabela 2.5: Przyktadowe modele natychmiastowej stopy procentowe;j

1. Merton dr = adt + odB f=d=0, c=1

2. Vasicek dr = (o + pr)dt + odB c=1, d=0

3. CIR-SR dr = (o + Br)dt + oridB |c=1, d=0,5

4. Dothan dr = ordB a=0=0c=1,d=1
5. Rendleman, Bartter | dr = adt 4+ ordB a=0, c=d=1

6. Brennan, Schwartz | dr = (a+ fr)dt + ordB c=d=1

7. CIR-VR dr = or? a=£3=0, d=0,75
8. CEV dr = Bdt + ordB a=10

9. Longstaff dr = (a+ fr2)dt +or2dB | c=d=0,5

Zr6dto: opracowanie wtasne.

Mozna zauwazy¢, ze w ogolnej postaci model CLKS umozliwia modelowanie po-
wrotu do Sredniej, a takze zaktada, ze zar6wno warunkowa wartosé¢ oczekiwana, jak

i warunkowa wariancja moze zaleze¢ lub nie od wartos$ci procesu.
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W wiekszosci rozwazan zaktada sie, ze stopy procentowe powracaja do Sredniej.
Sytuacja taka ma oczywiscie miejsce w przypadku, gdy na rynku stop procentowych
nie ma zmian jako$ciowych. Trudno méwi¢ o takiej sytuacji na rynku polskim. Ry-
sunek 2.29 przedstawia zmiany poziomu jednomiesigcznej stopy WIBOR i WIBID
w kolejnych dniach z okresu od 2000.03.13 do 2002.07.11.

Rysunek 2.29: Zmiany poziomu stop procentowych WIBOR1m i WIBID1m

Wibor1m i Wibid1m w okresie od 2000-03-16 do 2002-07-11
22

kolejne dni

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Moze sie to wigzac¢ z duzymi problemami w przypadku préby zastosowania modeli
zaktadajacych standardowo powrdt do éredniej. Model CKLS jest jednak na tyle
elastyczny, iz umozliwia réwniez modelowanie proceséw z trendem. Trudno jednak

zaktadac, iz trend taki bedzie zachowany w dtuzszym okresie.

Niemniej analizie, analogicznie jak w przypadku modeli cen instrumentéw finanso-
wych, poddaje sie modele z czasem dyskretnym. Model dla czasu dyskretnego otrzy-

mujemy na podstawie schematu Eulera (r; = r(t), ¢ = 1):
_ d
Te— T = Qo+ Ty + oy z, 2 ~ N(0,1) (2.257)
lub w postaci analogicznej poréwnywalnej z wczesniej rozwazanymi modelami:

Ty —Ti—1 = Qo+ a1 + &y, (2.258)

Eile] =0  h =E_ [} =%, (2.259)

Takie przyblizenie procesy czasu ciggtego dla czasu dyskretnego jest najczesciej

rozwazane, cho¢ w 1997 roku Nowman wykazal, ze lepsza dyskretyzacje uzyskuje sie
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poprzez dyskretyzacje rozwigzania réwnania rézniczkowego, co prowadzi do modelu:

ry = Qo [eal _ 1] + ealrt—l + ¢, (2.260)

oy

gdzie:

0.2

Ei1led =0, E,q[e}] = — [e* — 1] r}4, (2.261)
200

W wiekszosci prac wykorzystuje sie jednak wzory (2.258) i (2.259) powstate z za-
stosowanie schematu Eulera do réwnania (2.256).

Parametry modelu estymuje sie najczesciej metoda najwiekszej wiarygodnodci za-
ktadajac normalny rozktad reszt modelu oraz ich warunkows srednig i wariancje dang
wzorami (2.259), badZ metoda uogdlnionych momentéw zaproponowana przez Han-
sena w 1982 roku (por. Chan, Karolyi, Longstaff i Sanders (1992), Mc Manus, Watt
(1999)).

Jako przyblizenie chwilowej natychmiastowej stopy niezbednej do oszacowania pa-
rametrow modelu, stosuje sie stopy w terminie do wykupu bonéow skarbowych o ter-
minie wykupu nie dtuzszym niz trzy miesigce. Im dtuzszy termin do wykupu wyko-
rzystanych instrumentéow, tym wiekszy btad przyblizenia, gdyz estymacji nieobserwo-
walnej chwilowej stopy natychmiastowej dokonuje sie na podstawie stop zwrotu z in-
strumentow o znacznie dtuzszych terminach wykupu. Rozwazania na temat wptywu
przyblizenia znalezé mozna w pracy Mc Manusa i Watta (por. Mc Manus i Watt
(1999)).

W przedstawionych badaniach empirycznych dla rynku amerykanskiego Chan,
Karolyi, Longstaff i Sanders wykazali, ze najwazniejszym modelem determinujgcym
jakos¢ modeli okazat si¢ parametr d, ktory oszacowany zostat dla modelu bez restryk-
cji jako d ~ 1,5, co oznacza, ze warunkowa wariancja rozwazanego procesu zalezy
(poprzez réwnanie (2.259)) silnie od poziomu procesu. Jest to znacznie silniejsza wraz-
liwo$¢ wariancji warunkowej na zmiany poziomu procesu niz w modelach najczesciej
przyjmowanych w analizach. Zaskoczeniem jest wiec fakt, ze czesto uzywane modele
takie jak Vasicka, czy CIR-SR, gorzej opisuja zmiany st6p natychmiasowych niz mniej
znane modele Dothana czy CIR-VR.

Badania Chana, Karolyia, Longstaffa i Sandersa potwierdzone zostaty takze przez
innych badaczy (por. m.in. Mc Manus i Watt (1999) oraz Ferreira (1998)), ktorzy
uzyskali parametr d zblizony do 1,5 dla szeregéw stoép procentowych z rynku ame-
rykanskiego, francuskiego i niemieckiego. Jedynie dla danych pochodzacych z rynku

kanadyjskiego parametr d pozostawal mniejszy od jednosci.
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Zaprezentowany powyzej modele nosza w literaturze nazwe modeli zaleznych od
poziomu (Level models), gdyz h; zmienia sie jedynie pod wplywem zmian poziomu

procesu (por wzor (2.259)).

Modele te krytykowane byty za fakt, ze h; nie zalezy od naptywajacych informacji,
ktérych miara (analogicznie jak w przypadku modeli stép zwrotu) jest reszta modelu
£;. Modele te nie uwzgledniaja takze obserwowanej w szeregach stép procentowych
autokorelacji warunkowej wariancji.

Rozwiazaniem byto zaproponowanie specyficznej klasy modeli, ktore zaliczaja sie
juz do modeli wieloczynnikowych, w ktérych warunkowa wariancja procesu opi-
sywana jest drugim réwnaniem (por. Ferreira (1999)).

W najprostszej wersji takiego modelu warunkowa wariancja h; z wzoru (2.259)

zastapiona zostaje modelem GARCH(1,1):
he = Bot Bl + Pog; | =

= Bo+ (B + By + Balel ) — ). (2.262)

Analogicznie jak w przypadku wezesniej opisywanych modeli GARCH, czynnik
(€2 | — hs_1) ma zerowa warunkows warto$¢ oczekiwana, (3o mierzy wpltyw zaburzenia
(nowej informacji) na warunkowa wariancje w przysztym okresie, a ) + [, okresla
szybkos¢ z jaka wplyw tego zaburzenia zanika w czasie.

Jako proces (2.262) moze postuzyé¢ kazdy z opisywanych wczesniej modeli klasy
GARCH, zar6bwno symetryczny, jak i asymetryczny. Ferreira postuluje wykorzystanie
modelu GJR-GARCH, ktéry dodatkowo umozliwia modelowanie asymetrii wplywu
informacji. Modele takie nazwano ogélnie modelami z efektem GARCH (GARCH
Models).

Okazato sie jednak, ze brak bezposredniego wplywu poziomu procesu na warun-
kowa wariancje dyskredytuje taki model w stosunku do stop procentowych. Natu-
ralnym rozwigzaniem bylto zaproponowanie modelu, w ktérym warunkowa wariancja
zalezataby zarowno od poziomu procesu, jak i reszt modelu, czyli doptywajacych in-
formacji. Modele takie nazwano modelami z efektem poziomu oraz efektem GARCH
(GARCH-Level Models).

Rozwiazanie takie zaproponowali w stosunku do stop procentowych Brenner, Har-
jes, Kroner (por. Brenner, Harjes, Kroner (1996)) oraz Koedijk, Nissen, Schotman

i Wolff (por. Koedijk, Nissen, Schotman i Wolff (1997)).
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W popularnym modelu tej klasy (GJR-GARCH-Levels Model) warunkowa wa-

riancja procesu stop procentowych dana jest uktadem rownan:

he = By 41[e?] = or?d, (2.263)

o; = Po+ 107y + (B2 + Bslie,_1<0)) €11 (2.264)

Warunkowa wariancja zalezy zaréwno od poziomu procesu ry, jak i reszt modelu
g¢. Dodatkowo model umozliwia uwzglednienie asymetrii wpltywu informacji ,nega-
tywnej” i ,pozytywnej” na zmiane wariancji warunkowej®.

Model dany wzorami (2.263) i (2.264) moze zostaé zapisany takze w postaci:

hi—q
hy = (ﬁo + ﬁl—r;d + (B2 + B3I[(€t_1<0))€§_1) rd =
t—2
r 2d
t—1
= Bori’y + Bihis (T—) + Bogi 11t + Bagi L, <oy, (2.265)
t—2

ktora umozliwia prostsza analize wspotzaleznosci warunkowej wariancji procesu od
hyiey.

Model GJR-GARCH-Level zawiera w sobie czysty model zalezny tylko od poziomu
(61 = By = B3 =0) oraz model GARCH (5 = d = 0).

Analizujac dane empiryczne dla rynku francuskiego oraz niemieckiego, Ferre-
ira wykazal przydatnos¢é modelu GJR-GARCH-Levels do rynku francuskiego oraz
GARCH-Lewvels dla rynku niemieckiego (por. Ferreira (1999)).

Inne propozycje w zakresie modelowania parametru o; poprzez rozne modele klasy

GARCH znalezé mozna w pracy Ferreiry z 1999 roku.

Zmaczenie modelu stop procentowych wzrasta wraz z mozliwoscig wyceny w jego
ramach instrumentéw dtuznych oraz instrumentéw pochodnych na stope procentows.
Technika wyceny takich instrumentéw przy zalozeniu, ze natychmiastowa, chwilowa
stopa procentowa opisywana jest modelem uwzgledniajacym zaréwno efekt poziomu
procesu, jak i efekt GARCH przedstawiona zostala w pracy Cvsa i Ritchkena z 2000
roku (por. Cvsa, Ritchken (2000)).

45Pozostajemy przy standardowym okreéleniu, ze w przypadku e; > 0 mamy do czynienie z infor-
macjami ,,pozytywnymi”, a w przypadku e; < 0 - z informacjami ,negatywnymi”, cho¢ w przypadku
stop procentowych podzial ten nie jest juz tak przejrzysty jak dla modeli stop zwrotu z akcji, walut,

czy towaroéw.
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Zagadnienie modelowania zmian stop procentowych jest w ogdlnosci zagadnieniem
zdecydowanie odmiennym i trudniejszym niz modelowanie zmiennosci cen akcji, wa-
lut, czy towaréw. Modelowaniu podlega¢ powinna bowiem cata krzywa dochodowos$ci

zaréwno co do poziomu jak i zmiennosci w poszczegolnych terminach zapadalnosci.

W niniejszym podrozdziale zaprezentowano zostalo najprostsze podej-
$cie korespondujgce wprost z modelami prezentowanymi we wczeS$niej-
szej czesci pracy umozliwiajgce modelowanie szeregéw stop procentowych.
W ramach tej koncepcji, mozliwe jest wykorzystywanie roznych modeli przede wszyst-

kim warunkowej zmiennosci oraz warunkowych rozktadow.
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Rozdzial 3.
Prognozowanie zmiennosci

W rozdziale pierwszym niniejszej pracy przedstawione zostaly obszary wspoélcze-
snych finanséw, w ktorych zagadnienie zmiennosci stép zwrotu instrumentéw finanso-
wych odgrywa zasadnicza role. Z najwazniejszych takich zagadnien warto ponownie
wymieni¢ cho¢by analize portfelowa, wycene opcji, strategie zabezpieczajace, czy po-
miar ryzyka metoda VaR. Problematyka ta analizowana jest zarowno pod katem
teorii finansow, jak i praktyki rynkow finansowych. We wszystkich tych zagadnie-
niach wystepuje parametr zmiennosci. Nie zawsze jednak do konca uswiadamiamy
sobie, ze wystepuje on jako prognoza nieznanej warto$ci zmiennosci w okresie przy-
sztym i skutecznos¢ dziatan inwestoréw zalezy w duzej mierze od skutecznosci tych
prognoz. O tym jak istotne jest prognozowanie parametru zmiennosci w praktyce
rynkéw finansowych moze $wiadezy¢ réwniez liczba publikacji z tej dziedziny. Bardzo
szeroki przeglad wykorzystywanych technik opisujacy stan teorii i praktyki w tym za-
kresie znalez¢ mozna np. w takich przekrojowych opracowaniach, jak prace Knighta
i Satchella (por. Knight, Satchell (red.) (1998)), Jarrowa (por. Jarrow (1998)) czy
Poona i Grangera (por. Poon, Granger (2001)).

Rozdziat 3 poswiecony zostanie przedstawieniu koncepcji prognozowania zmien-
nosci instrumentéw finansowych na podstawie zarowno informacji zawartych jedynie
w szeregach cen instrumentéw, jak i na podstawie rynkowych oszacowan przysztego
poziomu zmiennosci. W ramach prognozowania parametru zmiennosci na podsta-
wie danych historycznych, wykorzystane zostang podstawowe modele zaprezentowane
w rozdziale drugim.

Na poczatku rozdziatu przedstawione zostang podstawowe pojecia zwiazane z pro-
gnozowaniem. Nastepnie dokonany zostanie przeglad podstawowych technik progno-

zowania zmiennosci. Rozdziatl zakoriczy przeglad oceny skutecznosci prognoz.

164



3.1. Podstawowe pojecia

3.1. Podstawowe pojecia

Analize zagadnien zwigzanych z prognozowaniem zmiennosci rozpocznie przeglad

podstawowych pojec.

Detinicja 3.1.
Przewidywanie - to wnioskowanie o zdarzeniach nie znanych na podstawie zdarzen
znanych (por. Cieslak (2000)).

Stownik jezyka polskiego (por. Szymczak (1988)) okresla ,przewidywanie” jako:

e dowiadywanie sie o czyms (z przysztosci) na podstawie zebranych wiadomosci i ba-
dan,

e przeczuwanie, odgadywanie, domys$lanie sie, co moze nastapic.

Na tej podstawie, w ramach przewidywania przysztosci, wyrdznia sie przewidy-
wanie (por. Cieslak (2000)):

e racjonalne, gdy wnioskowanie jest logicznym procesem przebiegajacym od prze-
stanek (tj. zbioru faktow nalezacych do przesztosci i terazniejszosci i ich inter-
pretacji) do konkluzji.

W ramach racjonalnego przewidywania wyréznia sie dodatkowo:

e przewidywanie zdroworozsgdkowe, gdy przestanki i tok wnioskowania
oparte sa na doswiadczeniu, bez posthugiwania si¢ regutami nauki,
e przewidywanie naukowe, gdy w procesie wnioskowania korzysta si¢ jedy-

nie z regut nauki,

e nieracjonalne, gdy podczas procesu wnioskowania o przysztosci nie wyrdznia
si¢ przestanek, lub gdy pomiedzy przestankami a konkluzjg brak jest zwiazku

przyczynowo-skutkowego.

Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze przewidywanie to nie tylko postugiwanie sig¢
narzedziami naukowymi, czy zdobytym do$wiadczeniem, ale takze w jakims stopniu
sztuka”. Ow element ,sztuki”, czy ,szczescia” w zakresie szacowania zjawisk eko-
nomicznych moze by¢ w praktyce bardzo wazny. W zakresie praktyki rynkéw finan-
sowych, niewatpliwie dokonuje si¢ ,przewidywania” poziomu przyszitej zmiennosci,
zaréwno na podstawie dostepnych wiadomosci (uzyskanych metodami naukowymi

lub na bazie posiadanego doswiadczenia), jak i w jakim$ stopniu przeczué.
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W obszarze teorii finanséw, nie jest mozliwe jednak postugiwanie sie ,przeczu-
ciami” czy nawet doswiadczeniem, i z tego powodu tematem tego rozdziatu jest pro-

gnozowanie zmiennosci instrumentéw finansowych.

Definicja 3.2.

Prognozowaniem - nazywamy oparte na podstawach naukowych, racjonalne prze-
widywanie przebiegu i stanu mozliwych przysztych zdarzen (rzeczy, faktow, zja-
wisk) (por. Kulawczuk (1987), str. 13).

Definicja 3.3.
Prognoza - nazywamy sad o zajSciu pewnego zdarzenia w przysztosci. Czas ten

moze by¢ okreslony zar6wno z doktadnoscia do momentu (punktu), jak i okresu
(przedziatu) (por. Czerwinski (1982)).

Powyzsza definicja zostanie przyjeta na potrzeby tej pracy, warto jednak zazna-

czyC, ze pojecie prognozy moze zostaé zdefiniowane takze w inny sposob.

Definicja 3.4.
Prognoza statystyczng - nazywa si¢ sad, ktorego prawdziwos¢ jest zdarzeniem lo-
sowym, a prawdopodobienstwo zajscia tego zdarzenia jest znane i wystarczajaco

duze dla celéw praktycznych (por. Hellwig (1977)).

Przez pojecie ,zdarzenia” wystepujacego w definicji prognozy rozumie sie, ze ana-
lizowana zmienna przyjmie okreslony stan. Ogolnie prognozie podlega¢ moga zdarze-
nia, w ktérych zmienna ma charakter jakosciowy (jest zmienna niemierzalna lub
stownym opisem zmiennej mierzalnej) lub ilo$ciowy (stan zmiennej wyrazany jest
wartoscia liczbowa).

W obu powyzszych definicjach przez okreslenie ,sad” rozumie sie zdanie orzeka-
jace o okreslonej wartosci logicznej (prawda lub falsz). Warto$¢é te mozna okreslié
dopiero po uptywie czasu, dla ktérego prognoza zostata sformutowana. W definicjach
tych mozna jednak dostrzec takze dwie zasadnicze réznice. W definicji 3.4. wyma-
gany jest okreslony stopien zaufania do prognozy, a w definicji 3.3. brak jest takiego
zalozenia. Dodatkowo definicja 3.3. odnosi prognoze tylko do zjawisk przysztych, a

definicja 3.4. tego nie czyni.
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Jak juz zostato zasygnalizowane, w dalszej czesci pracy nie bedzie wymagane
przyjecie okreslonego poziomu zaufania do prognoz, oraz prognozy te dotyczy¢ beda

jedynie przysztosci. Jest to zgodnie z przyjeciem definicji 3.3.

W niniejszej pracy zmienng prognozowang jest warto$¢ parametru zmiennosci.
W wigkszosci przypadkéw traktowana jest ona jako zmienna ilosciowa, cho¢ w pew-
nych specyficznych transakcjach opcyjnych spekuluje sie na wzrost lub spadek po-
ziomu zmiennosci. W takim przypadku, prognozowany wzrost lub spadek mozemy
utozsamiac¢ ze zmienng jakosciows.

W dalszej czesci praca dotyczy¢ bedzie jednak przypadku, w ktérym poziom
zmiennosci traktowany jest jako zmienna ilosciowa, a otrzymana prognoza jest pro-
gnoza punktowa, czyli na zakonczenie procesu prognozowania otrzymywana jest
konkretna wartos¢ liczbowa. Nie rozpatrywang w tej pracy mozliwoscia jest tzw.
prognoza przedzialowa, w ktorej prognosta podaje przedziat liczbowy, w ktérym

w przysztosci znajdzie sie prognozowana zmienna (por. Cieslak (2000)).

W ramach standardowego procesu prognozowania wyrdznia si¢ nastepujace etapy:

¢ sformutowanie zadania prognostycznego
W etapie tym okresla sie obiekt, zjawisko, zmienne podlegajace prognozie, cel

prognozy oraz horyzont prognozy.

Rozpatrywanym w tym przypadku obiektem jest rynek finansowy, zjawiskiem

- zmiany ceny instrumentu finansowego, zmienna - parametr zmiennosci.

Cel dokonywanej prognozy wiaze sie z prezentowanymi w rozdziale pierwszym
mozliwosciami wykorzystania wiedzy o przyszlym parametrze zmiennosci, np.
odpowiednia dywersyfikacja portfela, wycena instrumentéow pochodnych, za-
bezpieczaniem portfela, pomiarem ryzyka rynku. Mozna powiedzieé¢, ze celem
prognozowania zmiennosci jest ograniczenie potencjalnych strat lub osiggniecie
ponadprzecietnego dochodu.

Horyzont prognozy zalezy od celu prognozy. Zazwyczaj zmiennos¢ prognozuje
sie na kolejny dzien (np. w pomiarze VaR ) lub w postaci sredniej na kolejnych
kilka tygodni lub miesiecy (np. w wycenie opcji). Szczegdtowo zaprezentowane

zostanie to w dalszej czesci pracy.

e podanie przestanek prognostycznych

Efektem pracy w tym etapie jest wytypowanie czynnikoéw mogacych ksztatto-
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wacé dane zjawisko, weryfikacja odpowiednich hipotez, a nastepnie zgromadzenie

zbioru niezbednych danych.

W niniejszej pracy prognozy wyznaczane beda na podstawie danych o prze-
sztym ksztaltowaniu sie zjawiska (na podstawie odpowiednich szeregéw czaso-
wych) oraz na podstawie oczekiwan rynku wynikajacych z wyceny odpowiednich
instrumentow pochodnych. W drugim przypadku, poza informacjg o cenach in-
strumentu bazowego nalezy zgromadzi¢ jeszcze baze danych o obserwowanych

cenach opcji, poziomach stop procentowych i charakterystykach opcyji.

e wybor metody prognozowania
Metoda prognozowania nazywa sie technike przetwarzania informacji o prze-
sztodci 1 terazniejszodci zjawiska oraz sposob uzyskania prognozy na podstawie

przetworzonych informacji (por. Kulawczuk (1987), Cieslak (2000)).

Analizie poddane zostang metody prognozowania oparte na:

e szeregach czasowych cen i zmiennosci,

e oszacowaniach wynikajacych z rynkowej wyceny opcji.

e wyznaczenie prognozy
Po wybraniu metody prognozowania i zgromadzeniu niezbednych danych, pro-
gnosta dokonuje wyznaczenia prognozy. Prognozy wyznaczane beda z wykorzy-
staniem tzw. reguty podstawowej, zaktadajacej, ze prognoza jest stan zmiennej
prognozowanej otrzymywanej z modelu po wstawieniu do niego odpowiednich
zmiennych. Reguta podstawowa jest stosowana, gdy zaktada sie¢, ze model, ktory
opisywal w sposob poprawny przesztos¢ danego zjawiska, bedzie sprawdzat si¢

rowniez w przysztoséci, w okresie dla ktorego dokonuje sie prognozy.

e ocena doktadnosci prognozy i weryfikacja prognozy
Po otrzymaniu prognozy niezbedne jest okreslenie poziomu zaufania do otrzy-
manego wyniku. Umozliwia to weryfikacja prognoz uzyskiwanych wewnatrz
tzw. proby testowej dla okreglonej procedury lub weryfikacja prognoz (juz poza
proba) uzyskiwanych wezesniej. Dokonuje sie zaréwno oceny co do réznic w war-
tosciach oczekiwanych i zrealizowanych, jak i efektywnosci prognoz. W przy-
padku negatywnej weryfikacji wykorzystywanej techniki prognozowania, nie-
zbedne staje sie poszukiwanie innych technik. Obydwa podej$cia weryfikacji
(analiza bledow oraz efektywnosci prognoz) zaprezentowane zostana w dalszej

czesci pracy.
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Z punktu widzenia prognozowania zmienno$ci, w literaturze definiuje

sie¢ nastepujace rodzaje zmienno$ci (por. Natenberg (1994)):

e zmiennos$¢ przyszla (future volatility) - stanowiaca nieznana wartos¢ przysziej

zmiennosci danego instrumentu,

e zmiennos$¢ historyczna (historical, realized volatility) - bedaca miara zmiennosci
z przesztych okresow i wyznaczang na podstawie przesztych notowan instru-

mentu,

e prognoze zmiennosci (forecast volatility) - bedaca sadem na temat przysztosci
zjawiska na podstawie informacji dostepnych w momencie formulowania pro-
gnozy; prognoza moze by¢ odpowiednio przetworzona informacja o zmiennosci
historycznej (por. podrozdz. 3.2.1. 1 3.2.2.), badZ odpowiednio zinterpretowana
zmienno$§¢ implikowana (implied volatility) wyznaczana na podstawie cen

opcji wystawionych na instrument bazowy (por. podrozdz. 3.3.).

Zmienno$¢ przyszta jest wiec parametrem nieznanym, o ktérego warto$ci wnio-
skuje si¢ na podstawie odpowiednio skonstruowanych prognoz. Po uptywie czasu row-
nego horyzontowi prognozy, skutecznos¢ prognozy poddawana jest ocenie na podsta-
wie poréwnania zmiennosci prognozowanej ze zmiennoscig historyczng, zrealizowana
w rzeczywistosci w badanym okresie.

W literaturze spotyka sie dwa podejScia w zakresie prognozowania
zmiennosci (odchylenia standardowego). Réznica polega na wykorzystaniu
W procesie przetwarzania informacji z przeszlosci badz to oszacowan od-
chylen standardowych, badz wariancji. Te dwa mozliwe podejscie prowadza
do otrzymania zblizonych wynikéw, lecz nie sa, co wyraznie nalezy podkre-

$lié, tozsame. Nie ma jednoznacznej odpowiedzi, ktére z tych podejsé jest lepsze.

Najczesciej w ramach metod wykorzystujacych szeregi czasowe wykorzy-
stuje sie podejscie oparte na przetwarzaniu informacji o warunkowych lub
bezwarunkowych wariancjach stép zwrotu, natomiast w ramach podejscia

wykorzystujgcego oszacowania rynkowe - o odchyleniu standardowym.

W dalszej czedci rozdziatu rozwiniete zostang zagadnienia zwiazane z metodami
prognozowania parametru zmiennosci. Przedstawionych zostanie szereg metod w ra-

mach dwoch koncepcji prognozowania parametru zmiennosci:

e opartych na przesztych wartosciach zrealizowanej zmiennosci,
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e opartych na oczekiwaniach rynku.

Dodatkowo warto zaznaczy¢ jeszcze, iz w ramach prognozowania zmiennosci wy-
roznia sie dwa podejscia polegajace na:

e prognozowaniu wartosci zmiennosci (lub wariancji) chwilowych dla kolejnych krét-
kich podokreséw, czyli prognozowaniu warunkowych odchylent standardowych (wa-
riancji) najczesciej w kolejnych dniach,

e prognozowaniu sredniego poziomu odchylenia standardowego (wariancji) dla okre-

slonego okresu.

W calym rozdziale 3 zaklada sie staly w czasie parametr warunkowej
wartosci oczekiwanej stép zwrotu. Rozwazany model ma postac:

Ty = U+ 024

3.2. Metody oparte na analizie szeregéw czasowych

Podstawowym wyroznikiem tej metody jest korzystanie w procesie wyznaczania
prognozy jedynie z opdznionych, zrealizowanych warto$ci zmiennej prognozowanej

oraz informacji mozliwych do uzyskania z modeli historycznych stép zwrotu.

Detinicja 3.5.

Modelem szeregu czasowego - stuzacym do okreslenia przysztej wartosci zmien-
nej prognozowanej jest model formalny, ktérego zmiennymi objasniajacymi
moga by¢ jedynie zmienna czasowa oraz przeszte wartosci lub prognozy zmien-

nej objasnianej (por. Cieslak (2000)).

W technikach prognoz opartych na modelach szeregéw czasowych wyrdznia sie dwa

podejscia:

e zaktada sie, ze zmiennosé warunkowa w kolejnych podokresach (dniach) jest
stata. W przypadku prognozowania $redniej zmiennosci w zadanym okresie (np.

dla kolejnego miesigca), prowadzi to do przyjecia zalozenia, ze zmiennosé w
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calym okresie (kazdego dnia) jest taka sama. Jest to podejscie niezgodne z wy-
nikami rozwazan z rozdziatu 2., w ktérym stwierdzono, iz w szeregach zmien-
nosci mozna wykazac¢ efekt skupiania zmiennosci oraz ,efekt dzwigni”, a takze
pamieci procesu. O ile podejscie zaktadajace stalo$é parametru zmiennosci w
catym okresie, dla ktérego tworzona jest prognoza, jest juz podejsciem rzadkim
w sferze rozwazan naukowych, o tyle w praktyce jest jeszcze nadal bardzo czesto
wykorzystywane. Na przyktad w modelach wyceny opcji z klasy Blacka-Scholesa
zaktada sie, ze parametr zmiennosci jest staty i rowny sredniemu parametrowi
zmiennosci w przesztosci. Z tego tez powodu w pracy zaprezentowane zostaty
rowniez techniki oparte na statym, srednim wspoétczynniku zmiennosci w okre-

sie.

e zaklada sie, ze zmiennos$¢ warunkowa w kolejnych np. dniach okresu jest zmienna
i zalezy od przesztych informacji. W podejsciu tym wykorzystuje si¢ najczesciej
szeroka game modeli klasy GARCH, ktore pozwalaja modelowaé efekt skupiania
danych, dzwigni, pamieci w procesie zmiennosci, a takze co jest bardzo wazne
w odniesieniu do jakosci prognoz, pozwalaja modelowaé efekt powrotu do $red-
niej. Ze wzgledu na wymienione wtasnosci, modele te stajg sie coraz bardziej
popularne w zakresie konstrukcji prognoz, zaréwno jednodniowej, jak i sredniej

zmiennos$ci.

3.2.1. Modele ze stalym parametrem zmiennosci w okresie

W podpunkcie tym przedstawione zostang najprostsze techniki prognozowania
poziomu zmiennosci w oparciu o informacje o zrealizowanych w przesztych okresach
zmiennosciach. W podejsciu tym przyjmuje sie, ze warunkowe wartosci ocze-
kiwane zmiennosci wewnatrz kazdego okresu sg stale. Najczesciej rozpatruje
si¢ przypadek prognozowania sredniego poziomu zmiennosci w kolejnych miesiacach,
co sprowadza sie do prognozowania wartosci zmiennosci w okresach o sredniej dtugo-
sci N = 21 dni. Szeregiem czasowym, na podstawie ktorego dokonuje si¢ prognoz, jest
szereg zmiennosci zrealizowanych w przesztych okresach np. w miesigcach. Stosowa-
nie okreséw krétszych niz miesigce nie jest wtasciwie spotykane ze wzgledu na btedy w
oszacowaniu przesztych warto$ci zmiennosci. Rzadko tez stosuje si¢ prognozy zmien-

nosci na podstawie szeregéow sredniej zmiennosci z okresow dtuzszych niz 6 miesiecy.
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Jak juz zostato zasygnalizowane, zmiennos$¢ przyszta prognozuje si¢ w oparciu
o informacje o przesztych, zrealizowanych odchyleniach standardowych stép zwrotu
(por. np. Balaban (1999), Rae (1997)) lub przeszlych, zrealizowanych wariancjach
(por. np. Brailsford i Faff (1996), Yu (1998)). W tym podrozdziale zaprezentowane
zostang metody oparte na informacjach o zrealizowanych srednich wariancjach, co
jest rozwigzaniem czesciej przyjmowanym i pozwalajacym zachowaé spojnosc z pre-

zentowanymi w dalszej czesci metodami wykorzystujacymi modele klasy ARCH.

Przyjeto nastepujace oznaczenia:

2 . .o
S fm(x) — prognoza wariancji na okres m dokonana metoda z,

s? . —wariancja historyczna (zrealizowana) w okresie o ¢ weze$niejszym niz okres m.

. . . . . . 2 . ’
Zrealizowana wariancja w okresie (np. miesiacu) m (sj, ) moze zosta¢ wyzna-
czona na podstawie dowolnego estymatora zaprezentowanego w rozdziale pierwszym

niniejszej pracy. Od przyjetego estymatora zalezy réwniez jakosé prognoz.

Po uzyskaniu prognozy przyszitej wariancji stép zwrotu w okresie m, prognoze

zmiennosci uzyskuje sie jako:

Stm(x) = ,/sim(x). (3.1)

Prognoza wariancji (s?m(:ﬁ)) na najblizszy okres m formutowana jest na poczatku

kolejnego okresu, na podstawie informacji o przesztych zrealizowanych wariancjach

(‘Si,m—i)'

Najczesciej, w ramach metod opartych na stalym parametrze warunkowej warian-

¢ji, wykorzystuje sie nastepujace techniki prognoz:

= Metoda naiwna dana w postaci modelu bladzenia losowego (Random
Walk Model - RW)

W metodzie tej prognoze zmiennosci uzyskuje sie wedtug nastepujacej formuty:

57 m(RW1) = s} (3.2)

m—1

Metoda ta oparta jest na znanym modelu btadzenia losowego. W wersji najprostsze;j
zaktada sie, ze najlepsza prognoza zmiennosci na kolejny okres jest zmiennosé zreali-

zowana w okresie poprzedzajacym.

172



3.2. Metody oparte na analizie szeregdw czasowych

Jezeli szereg charakteryzuje sie roczng sezonowoscia!, skuteczne moze okazaé sie sto-

sowanie nastepujacej prognozy:
8§,m<RW2) = Si,m712 (33)

Podstawowsg zaleta metod naiwnych jest ich prostota. Metody naiwne moga by¢
uzywane do poréwnania trafnosci konstruowanych za ich pomoca prognoz z progno-
zami budowanymi innymi, bardziej skomplikowanymi metodami. Oceny takie okre-
slaja celowos¢ stosowania innych, bardziej skomplikowanych metod prognozowania.

Warto zaznaczy¢, ze jest to najczesciej stosowana metoda w takich zagadnieniach

jak analiza portfelowa, wycena opcji, zabezpieczanie portfela.

= Metoda Sredniej historycznej (Long-Term Mean Model - LTM)

G (LTM) = —— > "5} (3.4)

Przy zatozeniu, ze zmienno$é¢ jest procesem statlym w czasie, najlepszym osza-
cowaniem wariancji jest Srednia z wszystkich, dostepnych wariancji zrealizowanych
w okresach wczesniejszych. Wraz z uptywem czasu, prognoza dokonywana jest na

podstawie coraz wigkszego zbioru informacji.

= Metoda Sredniej ruchomej (Moving Average Model - MA)

Metoda ta polega na przyjeciu zaltozenia, ze prognoze uzyskuje sie przez usrednia-

nie informacji o poziomie wariancji w L ostatnich okresach (L - stala wygladzania).

L
1
83‘,m<MA> = E Z Sizz,m—j (35)
j=1

Metody sredniej ruchomej stosuje sie w celu poprawienia doktadnosci prognoz,
o ile w szeregu czasowym zmiennej prognozowanej wystepuja znaczne wahania przy-
padkowe. Zastosowanie metod naiwnych prowadzi w takim przypadku zazwyczaj do
powstawania duzych btedow. Wybor statej wygtadzania stanowi kompromis pomie-
dzy tempem odzwierciedlania aktualnych zmian w wartosci prognozowanej zmiennej,

a wpltywem wahan przypadkowych. Wartos¢ statej wygtadzania moze byé¢ dobierana

LCzasami rozwaza sie tzw. zmiennoéé sezonowa (seasonal volatility) zwiazana przede wszystkim

ze zmiennoscia kurséw towaréw rolnych.
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poprzez minimalizowanie btedu prognozy wewnatrz proby za pomoca jednej z miar
btedu ez post (por. str. 198). Wada modelu prostej sredniej ruchome;j jest nadawanie
jednakowych wag wszystkim L wartosciom uwzglednianych wariancji, na podstawie
ktorych dokonuje sie prognozy. Modyfikacja moze polega¢ na przypisaniu wiekszej
wagi obserwacjom p6zniejszym (blizszym momentowi prognozy), ktére powinny niesé
bardziej aktualne informacje. Procedura taka nazywana jest ,postarzaniem informa-

cji”. Odpowiadajacy jej model nazywa si¢ modelem sredniej ruchomej wazonej:

L
S?ﬂm(WMA) - 'lUjO'im,j

=1

O<w;<1 da i=1,2,...,L (3.6)

W modelu tym nalezy dokona¢ wyboru zaréwno wartosci statej wygtadzania
(liczby wyrazow na podstawie ktérych wyznacza sie prognoze), jak i wag przypisa-
nych do poszczegdlnych wariancji z wezesniejszych okreséow. Mozliwe jest zastosowanie
nastepujacego systemu wag:

20L+1—1
w; = % (3.7)
W przypadku przyjecia L=5, uzyskuje si¢ nastepujacy system wag postarzajacych
informacje o zrealizowanych wariancjach: wy=0,333; ws=0,267; ws=0,200; wy=0,133;
ws=0,007.
Metode $redniej ruchomej stosuje sie, gdy w analizowanym szeregu nie wystepuje

trend oraz wahania okresowe.

Kolejng technika, ktora znajduje czeste zastosowanie jest prognozowanie za po-
moca modeli wygtadzania wyktadniczego. Wyrdznia si¢ model prostego wygtadzania
wyktadniczego oraz wyktadniczo wazonej sredniej ruchomej. W obu przypadkach wy-

stepuje efekt postarzania informacji.

= Modele wygladzania wyktadniczego

e proste wygtadzanie wyktadnicze (Ezponential Smoothing Model)
Wygtadzanie wyktadnicze zaprezentowane zostato w odniesieniu do prognoz zmien-
noséci w pracy Dimsona i Marsha (por. Dimson, Marsh (1990)), a nastepnie spopula-
ryzowane przez wykorzystanie w procedurze RiskMetrics zaproponowanej przez bank
J.P.Morgan (por. Guldiman (1995)):

St m(ES) = ast,,_1(ES) + (1 — a)s; .- (3.8)
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Jest to model zaktadajacy, iz prognoze przysztej wariancji uzyskuje sie jako $red-
nia wazona z wartosci wariancji zrealizowanej w ostatnim okresie oraz ostatniej sfor-
mutowanej prognozy. Parametr o zwany jest parametrem wygladzania i zawiera sie
w przedziale [0,1]. Gdy parametr wygladzania wynosi 1, to model sprowadza sie¢ do
modelu prognozy naiwnej.

Wzér powyzszy mozna zapisa¢ rOwniez w postaci nastepujacej:
Stm(ES) =ay (1—a)'s;,, 1, (3.9)
i=1

co wyjasnia nazwe modelu, w ktérym mamy do czynienia z wyktadniczym ,posta-
rzaniem informacji” z okreséw wczesniejszych. Model ten mozna wiec przyréwnacé¢ do
modelu sredniej historycznej, w ktérym kolejnym obserwacjom coraz bardziej odle-
gtym od chwili tworzenia prognozy, nadaje si¢ zanikajace wyktadniczo wagi. Podejscie
to znajduje zastosowanie przede wszystkim w przypadku, gdy w szeregu czasowym
mamy do czynienia z prawie stalym poziomem zmiennej prognozowanej oraz waha-

niami przypadkowymi.

e wyktadniczo wazona $rednia ruchoma (Ezponential Weighted MA Model - EWMA)
Model ten jest podobny do modelu wygladzania wyktadniczego, lecz oszacowanie
zmiennosci zrealizowanej w ostatnim okresie zastgpione zostato srednig ruchomag
z ostatnich L okresow. Pozwala to na zmniejszenie wpltywu obserwacji nietypowych
- szczegblnie wysokich lub niskich wartosci zrealizowanej wariancji w pojedynczych
okresach.

L

1
i EWMA) = (1= a5}, (BWMA) + 0 3" st (3.10)

h,m—j
j=1
Gdy parametr wygtadzania wynosi 1, to model ten sprowadza sie do modelu

Sredniej ruchome;j.

Dla obu modeli wygtadzania wyktadniczego, warto$é¢ parametru wygtadzania do-
biera sie eksperymentalnie minimalizujac btad prognozy wewnatrz proby uczacej.
Pierwsza wartos¢ prognozy wybiera sie zwykle jako srednig arytmetyczng kilku po-
czatkowych obserwacji zmiennej prognozowanej. Parametr o moze by¢ dobierany po
pojawieniu sie kazdej kolejnej obserwacji (wariancji z kolejnego okresu, np. miesiaca)

lub rzadziej (np. raz w roku).
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= Model autoregresyjny (Autoregression Model - AR)

Modele regresyjne stosuje sie, gdy zachodzi podejrzenie, ze w analizowanym sze-

regu zachodzi efekt opdznien w przebiegu zjawiska.

83"7m(RM) = /80 + /818%17771—1 + ﬁzsi,m—Z +.o.+ ﬁpsi,m—p + Em, (311)

gdzie €, jest reszta modelu, a p - rzedem modelu autoregres;ji.

Parametry modeli szacuje si¢ najczesciej klasyczna metoda najmniejszych kwa-
dratow. Parametry modelu regresji moga by¢ szacowane na podstawie wszelkich do-
stepnych informacji lub na podstawie ostatnich M miesiecy. W modelu tym nalezy
zatozy¢ rowniez rzad autoregresji, badz wyznaczy¢ go jako warto$¢ minimalizujaca

btad prognozy wewnatrz proby uczacej.

3.2.2. Metody oparte na modelach GARCH

Zatozenie o statosci w czasie warunkowych wariancji pozostaje sprzeczne z obser-
wacjami empirycznymi. Zagadnienie to omoéwione zostato w rozdziale 2. Naturalnym
uogolnieniem wydaje sie przyjecie zaltozenia, iz prognozy powinny uwzglednia¢ row-
niez wszystkie oméwione wtasnosci szeregdw zmiennosci, takie jak powrét do sredniej,
efekt dzwigni, dtuga pamie¢ procesu. Wykorzystane moga by¢, oméwione w podroz-
dziale 2.9., modele zarowno z czasem ciaglym lub dyskretnym oraz modele zaréwno
deterministyczne, jak i stochastyczne.

Préba wykorzystania modeli z czasem cigglym oraz modeli stochastycznych dla
czasu dyskretnego wprowadza wiele trudnosci zwigzanych z sama estymacja para-
metrow i z formutowaniem prognoz (por. Knight, Satchell (1998), Jarrow (1998)),
nie gwarantujgc znaczaco lepszych wtasnosci uzyskanych prognoz niz dla modeli de-
terministycznych (por. Poon, Granger (2001)). Z tego tez powodu dalsze rozwazania
ograniczone zostang do przedstawienia idei konstrukcji prognoz warunkowej wariancji
jedynie za pomocg modeli deterministycznych dla czasu dyskretnego, wywodzacych
sie z klasy modeli GARCH.

W podejsciu tym, prognozie podlegaja warunkowe wariancje dla kolejnych pod-
okresow (najczesciej dni), niemniej odpowiednie usrednienie wartosci prognoz uzy-
skanych dla poszczegdlnych podokreséw, umozliwia wyznaczenie $redniego poziomu
zmiennosci (np. prognozy sredniej zmiennosci w kolejnym miesiacu). Prognozy dzien-
nych, warunkowych wariancji stuzg najczesciej do pomiaru VaR, zas srednie zmien-

noéci z dhuzszych okreséow moga by¢ wykorzystane w procesie analizy portfelowej lub
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przy wycenie opcji. Zagadnienia te zasygnalizowane zostaly w rozdziale 1. Przyktady
empiryczne wykorzystania jednodniowych i érednich prognoz wariancji zaprezento-

wane zostang w rozdziale 4.

Pierwszg praca wykorzystujaca modele klasy GARCH do prognozowania $red-
niego poziomu zmienno$ci w zadanym horyzoncie byta praca Akgiray’ego z 1989
roku, w ktérej wykorzystano model GARCH(1,1) (por. Akgiray (1989)). Praca ta za-
poczatkowala okres szczegdlnego zainteresowania réznymi modelami klasy GARCH
w kontekscie juz nie modelowania, a prognozowania zmiennosci. Czym innym sg bo-
wiem wtasnosci modelu w zakresie umiejetnosci dopasowania do danych empirycz-
nych wewnatrz proby, a czym innym mozliwosci prognostyczne poza proba. Praca
ta udowodnita, iz nawet zastosowanie tak prostego modelu zmiennych, warunkowych
wariancji moze prowadzi¢ do uzyskania lepszych wynikéw, niz dla modeli ze statym
wspotezynnikiem zmiennosci. Prace nad wykorzystaniem modeli heteroskedastycz-
nych przy konstrukcji prognoz zmiennosci nadal trwaja. Wykorzystuje si¢ wszelkie
modyfikacje modelu GARCH oméwione w rozdziale 2, a mianowicie modele z od-
miennymi od normalnego rozktadami warunkowymi, modele z symetrycznym i asy-
metrycznym wplywem informacji na warunkowa wariancje oraz modele z kréotka lub
dtuga pamiecig procesu. Nalezy pamietaé¢ réwniez, iz o jakoSci prognoz decy-
duje odpowiednio dobrana posta¢ warunkowej wartosci oczekiwanej mo-
delu. Poniewaz przyjeta zostata koncepcja, ze wszystkie wykorzystywane warunkowe
rozktady sa rozktadami o jednostkowej wariancji i zerowej sredniej, to posta¢ roz-
ktadu nie wptywa na technike prognozowania, a jedynie na wartosci parametréow
modeli. Jakos¢ prognoz zalezy takze od tego, czy prawidtowo wyestymowane zostaty
parametry modelu. Juz dla najprostszych modeli, ktore sa najczedciej wykorzysty-
wane, estymacja parametréw sprowadza sie do maksymalizacji funkcji najwiekszej
wiarygodnosci w wielu wymiarach. Nieprawidtowa estymacja parametréw (np. znale-
zienie jedynie maksimum lokalnego), skutkowa¢ bedzie takze btednym oszacowaniem
informacji z chwil poprzedzajacych prognoze (wartosci h, oraz £;), ktore stanowia
warunek poczatkowy dla prognoz. Zagadnienie to zaprezentowane zostanie w dalszej

czesci podrozdziatu.

Prognozowanie zmiennosci za pomocg modeli GARCH sprowadza sie do progno-
zowania warunkowych wariancji procesu w przysztosci. W praktyce wykorzystuje sie
gtéwnie modele bedace uogélnieniami modelu GARCH(1,1), co spowodowane jest do-

brymi wtasnos$ciami modelu o nieskomplikowanej postaci. Zwickszenie rzedu modelu
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rzadko kiedy prowadzi do poprawienia jakosci prognoz.

Gléwna idea zaprezentowana zostanie w oparciu o model GARCH(1,1). W dalszej

czesci przedstawione zostang mozliwe uogoélnienia.

Prognozowanie za pomocg modelu GARCH (1,1)

Prognoze w chwili ¢ na jeden okres do przodu uzyskuje sie w modelu GARCH(1,1)
bezposrednio przez podstawienie do wzoru (2.184) danych o aktualnej wariancji wa-
runkowej hy oraz reszcie modelu ;. Obie te wartosci otrzymuje sie¢ w trakcie procedury

dopasowania modelu do danych empirycznych.

Oznaczajac przez:

hy - oszacowang warunkowa wariancje w chwili ¢,

€; - oszacowana reszte modelu w chwili ¢,

(f1, @, &, B) - wektor oszacowanych parametréw modelu,

Ifi4k - Prognoze warunkowej wariancji w momencie ¢ na chwile ¢ + £,

otrzymujemy:

hperr =@+ ay(re — )2 + Bhy, (3.12)
co zapisuje sie krocej w postaci:

Bpoer =@+ aé? + Bhy. (3.13)

Engle i Bollerslev wykazali, ze prognoza warunkowej wariancji na chwile (t+k)

dana jest nastepujacym wzorem (por. Engle, Bollerslev (1986)):

hpive =@+ (& + B)hf,mrk—la (3.14)
czyli:
2

hpper =0 Y (@ +B) + (a4 B8) " hyp. (3.15)

i=1
Na podstawie wzoréw (3.13) oraz (3.15) widaé, dlaczego tak wazne jest prawidtowe
oszacowanie zaréwno parametrow procesu, jak i reszt modelu i warunkowej wariancji
w chwili ¢.
Mozna wykaza¢, ze gdy k — 00, to hyivr — Vaarcr, gdzie Vaaren to dlugoter-

minowa bezwarunkowa wariancja procesu dana wzorem (2.185).
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Wzér (3.15) mozna zapisaé réwniez jako:
hiviw = Vaarcn + (6 + B (hyssr — Vaarcn) - (3.16)

Modele GARCH charakteryzuja sie wiec wlasnoscia umozliwiajaca opis efektu
powrotu do $redniej. Wyznaczona dla chwili ¢ wartosé h; okresla poziom, od kto-
rego wartosci kolejnych prognoz beda powraca¢ do dtugoterminowej $redniej. Zgod-
nie z tym, co bylo zasygnalizowane w rodziale 2, za szybkos¢ powrotu do $redniej
wariancji, odpowiedzialne jest wyrazenie (& + 3).

Im blizsza jednosci warto$¢ wyrazenia (& + B), tym wolniej prognozy warunkowej
wariancji dla kolejnych dni powracajg do dtugoterminowej sredniej. Mowi sie wtedy

o wrrastajacej dlugosci wpltywu informacji na prognozy.

Model szeregu zmiennosci jest modelem o dlugim wplywie informacji,
gdy stopa zwrotu z chwili ¢t ma duzy wplyw na prognozy zmiennoSci na

wiele okresé6w w przod.

Miara takiej dtugosci wptywu informacji jest wyrazenie (por. Engle, Patton (2001)):

Ohy i
0 = B 3.17

Dla modelu GARCH(1,1) uzyskuje sie:

aLT — ala+ By, (3.18)
Oe;

Potwierdza to wlasnosé modelu GARCH, jaka jest powracanie warunkowych wa-
riancji do $redniej.

Z postaci powyzszego wzoru widaé, iz wpltyw informacji z chwili ¢, na kolejne
prognozy warunkowej wariancji zanika geometrycznie. Latwo wykaza¢ rowniez ze gdy
(& + B) — 1, czyli gdy model GARCH zbliza sie do modelu IGARCH, to 0, — «
i wpltyw informacji z chwili ¢ jest staty i nigdy nie zanika. Dla bardziej skomplikowa-
nych modeli pochodng we wzorze na miare dtugosci wptywu informacji wyznacza sie

numerycznie.

Jako miare szybkosci powrotu warunkowych wariancji do sredniej, przyjmuje sie
réwniez tzw. ,czas polowicznego powrotu” (half-life), czyli czas jaki potrzebuje wa-

runkowa wariancja (prognoza), by po zaburzeniu z chwili ¢, zmniejszy¢ odchylenie od
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swego dtugoterminowego poziomu $redniego o potowe (por. Engle, Patton (2001)).

Miara ta zdefiniowana jest w nastepujacy sposob:
1
T=k: |hf,t+k; - V| == §|hf,t+1 - V| (319)

Tabela 3.1 prezentuje ,czasy potowicznego powrotu” dla wybranych wartosci pa-
rametréow procesu GARCH(1,1).

Tabela 3.1: Czasy potowicznego powrotu dla modelu GARCH(1,1)

(& + f) T
0,500 2,00
0,750 3,40
0,850 5,26
0,950 | 14,51
0,975 | 28,37
0,985 | 46,86
1,000 00

Zrodlo: obliczenia wlasne.

W oparciu o prognozy warunkowej wariancji w kolejnych dniach analizowanego
okresu, mozliwe jest wyznaczenie prognozy sredniego poziomu wariancji w analizo-
wanym okresie.

Prognoze zmiennosci dla okresu 7' dni uzyskuje sie na podstawie informacji o pro-

gnozach wariancji warunkowych z okresu [t, ¢+ 1], tzn.:
A
T
K = T > hpeer, (3.20)
k=1

gdzie hg) to prognoza $redniej wartosci wariancji w okresie [¢,t+T].

Prognoze zmiennosci uzyskuje sie oczywiscie jako pierwiastek z pro-

gnozy wariancji.

Mozna wykazaé, ze dla modelu GARCH(1,1):

T k-2 T
1| o o
WD = 103 S @+ B+ S @+ B My | (3.21)
k=1 i=0 k=1
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co zapisuje si¢ rowniez w postaci:

11— (a+ )7
Y = Voaren + (h —VearcH) m————. 3.22
It ron + (Rpis RH)Tl—(d+ﬁ) (3.22)
Takze dla sredniego poziomu zmiennosci w zadanym okresie zachodzi powrdt do

sredniej. Szybkos¢ powrotu zalezy w oczywisty sposob od wartosci (& + B)

Analogicznie do wzoru (3.17) definiuje sie¢ miare dtugosci wpltywu informacji na

wartos¢ sredniej wariancji warunkowe;j:

P OG0 (R(hpasr + hyasra + o+ hyein))
tt+T agg 88?

(3.23)

Wzér (3.21) pozwala wyznaczy¢ wartosé sredniego poziomu wariancji dla dowolnie
dhugich okresow T'. Prowadzi to do tak zwanych struktur terminowych progno-
zowanych wariancji.

Mozna wykazaé, ze niezaleznie od poziomu warunkowej wariacji w chwili ¢, érednie

poziomy wariancji dla dwoch dowolnych okresow Ty i Ty (17 > Ts) taczy zaleznosc:
T V] (3.24)

W oparciu o prognozy warunkowej wariancji na kolejny dzien mozna wyznaczaé
miare VaR (por. np. McNeil (2000), Jorion (2001)), natomiast prognozy $redniej
zmiennosci w okresie pozwalaja uwzgledni¢ strukture czasows zmiennosci przy wyce-

nie opcji (por. np. Hull (1999)).

Model GARCH(1,1) nie ujmuje dtugiej pamieci procesu zmiennosci oraz nie umoz-
liwia modelowania efektu dzwigni.

Czasami efekty te sa w szeregu zmiennosci na tyle silne, iz ich pominigcie prowadzi
do znacznego pogorszenia jakosci prognoz. Ponizej przedstawione zostang wzory dla
procesu IGARCH umozliwiajacego modelowanie dtugiej pamieci modelu oraz trzech
podstawowych, najczedciej wykorzystywanych, modeli umozliwiajacych modelowanie
efektu dzwigni - modelu GJR-GARCH, NGARCH oraz EGARCH. Modele te wpro-

wadzone zostaty w podrozdziale 2.9.
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Model IGARCH(1,1):
Prognoze warunkowej wariancji na jeden krok naprzéd uzyskuje sie na podsta-
wie podstawienia do modelu oszacowanej reszty modelu oraz oszacowanej wartosci

warunkowej wariancji z chwili ¢:
hpoir =@+ Q€2 + (1 — @)hy. (3.25)
Prognozy wartosci wariancji warunkowej dla kolejnego dnia dane sg zaleznoscia:
hpivr =@+ hypip-1. (3.26)
Rozwiazanie danej zaleznosci rekurencyjnej prowadzi do wyniku:

hf7t+k - (k - 1)(;) -+ h'f,tJrl- (327)

W modelu tym nie istnieje $rednia dlugoterminowa wariancja bezwa-
runkowa, nie zachodzi wiec tez efekt powrotu wariancji warunkowej do

Sredniej.

Model GJR-GARCH(1,1):
Analogiczne rozwazania mozna przeprowadzi¢ dla modelu GJR-GARCH(1,1).
hppn =@+ aé2 (14 ) — 2csign(éy)) + Bhy (3.28)
Prognozy wartosci wariancji warunkowej dla kolejnego dnia dane sg zaleznodcia:

hf,tJrk =+ ((1 —+ 02)(3( + B) hf,tJrk,l. (329)

Model NGARCH(1,1):

W modelu tym prognoza warunkowej wariancji na jeden krok naprzéd dana jest

Wzorem:
. 2
L [ € -
hf7t+1 = W + O[ht tA — K + ﬁht (330)
hy
Prognozy wartosci wariancji warunkowej dla kolejnego dnia dane sg zaleznoscia:
hfﬂf-l—k‘ = (;} —+ ((]_ + Hz)d + B) hf,t-f—k;—l' (331)

Roézna od zera warto$¢ wspotezynnikéw odpowiedzialnych za efekt dzwigni powo-
duje wzrost wartosci prognoz dla kolejnych dni w poréwnaniu do modelu GARCH(1,1).
Takze dla modeli IGARCH, GJR-GARCH oraz NGARCH mozna, poprzez prosta
srednig wyznaczy¢ wartos¢ sredniej wariancji w ciggu kolejnych T dni, co pozwala
wyznaczy¢ $redni poziom zmiennos¢ w sposob analogiczny, jak zostato przedstawione

dla modelu GARCH(1,1).
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Model EGARCH(1,1):

Zdecydowanie trudniejsze jest wykorzystanie modelu EGARCH do prognozowania
wariancji warunkowych dla (k > 1) oraz $rednich wartosci wariancji bezwarunkowej
w okresie [t,t + T]. W pracy Heynena, Kemna i Vorsta przedstawione zostaly wzory

umozliwiajace konstrukcje prognoz warunkowej wariancji dla modelu EGARCH(1,1)
(por. R. Heynen, Kemna, Vorst (1994)):

o Ak A R 1-—
hfivr = h?ﬁl exp [5{?711415] exp [(W — Oélb\/7> . gl
-}

R L 2 1 R R 1 o BQ(k‘—l)
+a1bﬁf 1\/; + 3 ((a%a + osz) - | x

1— 32
X H [ (Gra, A1, 1) + Fon(— dm,dw,@)} ; (3.32)
m=0
gdzie

~ ét N ét 2
Ay = Gig—r= + ayy = —1\/— | (3.33)

Vh Vi) V7
FonGuta, G, 1) = N[ B (1o + )| exp (57106 (3.34)

N(z) = (3.35)

1 x _ .2
— e 2 dz
V 2 /oo
Ze wzgledu na specyficzna postaé¢ modelu, srednia wartosé¢ w okresie [t,t + T,

wyznacza sie za pomoca sredniej geometrycznej:

r b H
(7;) = [H hf,t+lc] =T Z In(hyer) = exp (f) ’ (3.36)
k=1

k=1
gdzie:
9 T 1 — Ak—1
D = lnhftHZﬁl G—apy/= | > (3.37)
)= - B
1 ) 1_ ﬁ2k 1
Pt g (64 ad) D — T (3.38)
k=2 1
T k-2
30D 0 [ Fu@a, s, 1) + Fon(=Giaas o, B1)] (3.39)
k=2 m=0
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Pomimo poréwnywalnej popularnosci modelu FGARCH i GJR-GARCH w zakre-
sie modelowania szeregéw stop zwrotu, model EGARCH jest zdecydowanie mniej
popularny w obszarze prognozowania zmiennosci, ze wzgledu na skomplikowana po-
sta¢ wzoréw na prognozy warunkowych wariancji. Wykorzystywany jest, co najwyzej,

do dokonywania prognoz na jeden dzien naprzod.

Przedstawione zostaly podstawowe informacje o prognozowaniu warun-
kowej i bezwarunkowej wariancji za pomoca najpopularniejszych modeli
klasy GARCH. Nalezy podkreéli¢, iz odpowiednie wzory, sa prawdziwe je-
dynie w przypadku stalej warunkowej wartosci oczekiwanej stép zwrotu.
Jest to przypadek najczesSciej zakladany. W przypadku modeli z warun-
kowg wartoscia oczekiwang nalezy uwzglednic¢ jeszcze wzrost bezwarunko-
wej wariancji wynikajgcy z efektu autokorelacji pomiedzy stopami zwrotu.
Posta¢ warunkowego rozkladu stép zwrotu nie wplywa na procedure pro-
gnozowania zmiennosci, o ile tylko rozklad ten ma zerows Srednig oraz

jednostkowg wariancje.

3.3. Metody oparte na oczekiwaniach rynku

We wezedniejszym podrozdziale zaprezentowane zostaly metody prognozowania
zmiennosci oparte na informacji o historycznych stopach zwrotu. Odmienng koncepcja
jest metoda oparta na analizie oczekiwan rynku oraz na znajomosci formulty wyceny
opcji, w ktorej to formule jednym z parametréow jest wlasnie srednia zmienno$¢ in-
strumentu bazowego w terminie do wygasniecia opcji. Jezeli zatozy sie, ze rynek
instrumenté6w pochodnych jest rynkiem efektywnym, czyli w cenie opcji
znajdujg odzwierciedlenie wszelkie informacje mogace mie¢ wplyw na cene
tej opcji (w tym réwniez informacja o przyszlej zmiennosci instrumentu
bazowego) oraz, ze model teoretyczny prawidlowo wycenia opcje, mozliwe
staje sie wowczas wyznaczenie rynkowego oszacowania zmiennosci instru-
mentu bazowego w okresie pozostajacym do wygasniecia opcji - zmiennosci
implikowanej. Dokonuje sie tego poprzez numeryczne wyznaczenie z mo-
deli wyceny parametru zmiennosci, przy zatozeniu, ze pozostale parametry
modelu s3 znane, a cena opcji na rynku jest ceng sprawiedliwa, wynika-

jaca z modelu teoretycznego. Podejscie to mozna stosowaé jedynie w sytuacji,
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gdy rynek instrumentu pochodnego, wystawionego na instrument bazowy, ktorego
zmiennosé jest prognozowana, jest ptynny. Metoda ta zaktada, ze uczestnicy rynku
(okreslajac cene opcji) potrafig lepiej prognozowaé zmiennos¢ instrumentu bazowego,
niz na podstawie metod opartych jedynie na danych historycznych. Powinno to wy-
nika¢ chocby z faktu, iz zmiana warunkow rynkowych, przektada sie na wzrost lub
spadek $éredniego historycznego poziomu zmiennosci (ktéry staje sie najczesciej pro-
gnoza) z opdznieniem spowodowanym koniecznoscia dysponowania danymi historycz-
nymi. Uczestnicy rynku moga natomiast uwzglednia¢ wszystkie informacje, zaréwno

te historyczne, jak i najswiezsze w sposob natychmiastowy.

Ponizej przedstawione zostana metody prognozowania zmiennosci na podstawie
zmiennosci implikowanej (implied volatility).

W kontekscie podziatu zmiennosci na zmienno$¢ przyszta, historyczng oraz pro-
gnoze zmiennosci (por. str. 169), zmienno$é implikowana jest oczywiscie prognoza
powstajaca na podstawie odpowiednio zinterpretowanej i przetworzonej informacji
o cenach instrumentéw pochodnych wystawionych na dany instrument bazowy. Nie
ma jednoznacznej odpowiedzi na pytanie, czy prognoze zmiennosci powinno sie kon-
struowaé poprzez przetworzenie informacji o odchyleniu standardowym, czy warian-
cji stop zwrotu. W prognozach opartych na historycznych stopach zwrotu, czesciej
korzysta sie z podejscia opartego na wariancjach stép zwrotu, natomiast w meto-
dach wykorzystujacych zmiennosé implikowang, cze$ciej wykorzystuje sie odchylenie
standardowe. Ze wzgledu na odpowiednio zdefiniowane miary tacznej zmiennosci im-
plikowanej, w tym podrozdziale zdecydowano si¢ dokonywaé¢ prognoz na podstawie

parametru zmiennosci - odchylenia standardowego.

3.3.1. Zmienno$¢ implikowana dla pojedynczej opcji

W celu wyznaczenia rynkowego oszacowania przysztej zmienno$ci, niezbedne jest
dysponowanie informacja o cenie opcji, specyfice kontraktu, warunkach rynkowych
(poziom stép procentowych, cena spot). Niezbedna jest takze znajomos$é modelu teo-
retycznego pozwalajacego wyznaczy¢ wartosé opcji. Pomimo istnienia wielu réznych
modeli wyceny opcji, wynikajacych z przyjecia réznych zatozen co do dynamiki cen in-
strumentu bazowego i zmian poziomu stop procentowych (por. Bates (1996) i (2002),
Haug (1998), Wilmott (1999)), Hafner i Herwartz (1999)), najczesciej wykorzystywa-
nymi, przy wyznaczaniu zmiennosci implikowanej, sg modele wywodzace sie z modelu

Blacka-Scholesa (por. Black, Scholes (1973)).
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Zgodnie z modyfikacja uogdlnionego modelu Blacka-Scholesa, zaproponowang przez
D. Frencha (uwzgledniajaca fakt, ze zmiennosé jest zazwyczaj wieksza w dniach trans-
akcyjnych niz nietransakcyjnych)? (por. French (1984)), warto$¢ europejskiej opcji

kupna lub sprzedazy dana jest wzorem:

c=Se"N(d) — Xe 2N (dy), (3.40)

p=Xe "EN(=dy) — Se® N (—dy), (3.41)

gdzie:

CIn(£) + b+ 5T I (£) + b — 2T
dy = , dy = , (3.42)
ov1i o1y

¢ - wartos¢ europejskiej opcji kupna,

p - warto$¢ europejskiej opcji sprzedazy,
S - cena spot instrumentu bazowego,

X - cena wykonania opcji,

r - stopa wolna od ryzyka,

q - stopa dywidendy,

T — liczba dni sesyjnych do wygasniecia opcji
L liczba dni sesyjnych w roku ’

T — liczba dni kalendarzowych do wygasniecia opcji
2 liczba dni kalendarzowych w roku ’

o - odchylenie standardowe stop zwrotu instrumentu bazowego,
b - stopa cost-of-carry (por. str. 43)

N(+) - warto$¢ dystrybuanty standaryzowanego rozkladu normalnego.

Popularnosé tego modelu (lub prostszego modelu ze strony 42) spowodowana jest
prosta postacig w poréwnaniu z innymi formutami wyceny oraz faktem, ze w modelu
tym wystepuje bezposrednio parametr utozsamiany ze srednim poziomem zmiennosci
(wyrazonej w skali roku) w okresie do wygasniecia opcji. W pozostatych modelach

wyceny opcji, Ow sredni poziom zmiennosci nie jest dany wprost.

Przy wyznaczaniu rynkowego oszacowania parametru zmiennosci mozna postuzy¢
sie zarowno informacja o cenach opcji kupna, jak i sprzedazy. Dalsze wzory zaprezen-

towane zostang w wersji dla opcji kupna.

2Przyklad analizy efektu dni tygodnia dla indeksu WIG oraz jego wplywu na cene hipotetycznej

opcji wystawionej na ten indeks zaprezentowany zostal w pracy (Piontek (2000)).
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Poniewaz nie jest mozliwe analityczne przedstawienie parametru zmiennosci jako
funkeji pozostatych parametrow modelu, o = f(¢, S, X, T, r,b), wyznaczenia zmien-
nosci dokonuje sie metodami numerycznymi.

Najczesciej stosuje sie w tym celu rekurencyjny algorytm Newtona-Raphsona:

Oijr1 = 05 — 0(0'1)876_% (343)

do;

gdzie:
0; - zmienno$¢ otrzymana w ¢-tym kroku algorytmu,
¢m - Tynkowa cena opcji,

c¢(0;) - cena wyznaczona z modelu (3.40) dla zmiennosci o,
Oc

do; ~

Procedure powtarza sie, az do spelnienia warunku:

parametr vega.

|em — c(oi41)| < e, (3.44)
gdzie € to zatozony poziom doktadno$ci oszacowania parametru zmiennosci.

Wartos¢ startowa algorytmu, zapewniajaca zbieznos¢ procedury zaproponowali
Manaster i Koehler (por. Manaster, Koehler (1982)). Ponizej przedstawiona zostata

wersja dla modelu danego wzorami (3.40)-(3.42).

|

Korzystajac z algorytmu Newtona-Raphsona niezbedna jest znajomo$¢ czastkowej

lné —+ TTQ

> 3] : (3.45)

T

pochodnej ceny opcji wzgledem parametru zmiennosci (wspdtezynnika vega). W wielu
przypadkach (np. dla niektorych opcji egzotycznych, opcji amerykanskich) wspotezyn-
nik vega nie jest znany w postaci analitycznej. Parametr zmiennosci implikowanej
wyznacza sie wowcezas wykorzystujac metode rekurencyjnej interpolacji liniowej ( The
Bisection Method) (por. Haug (1989)):

Og — 0,

(3.46)

O-i+1:0-L+(Cm_CL)C - )
H — CL

cr, < Cp < Cg oraz o <o0; <0y,
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gdzie:
c;, — cena opcji wynikajaca ze zmiennosci oy,
cy — cena opcji wynikajaca ze zmiennosci oy,

¢m — rynkowa cena opcji (dla poszukiwanej wartosci o;).
W kolejnym kroku, o ile nie jest spetniony warunek (3.44), dokonywane jest od-

powiednie podstawienie:

{ op =01 gdy c(0i1) < cn (3.47)

og = Oij41 gdy C(O-Z'Jrl) > Cm

Zaproponowane zostaly réwniez przyblizone metody wyznaczania parametru o,
nie wykorzystujace rozwigzan rekurencyjnych. Zaprezentowane zostang one ponizej
(w wersji dla  klasycznego” modelu Blacka-Scholesa nie uwzgledniajacego odmien-
nego ujmowania dni sesyjnych i niesesyjnych). W ponizszych wzorach T" oznacza wiec

czas w latach do wygasniecia opcji.

Brenner i Subrahmanyam przedstawili w 1988 roku wzoér na zmiennosé impliko-
wang wyznaczang na podstawie ceny europejskiej opcji kupna, gdy cena akcji rowna
jest zdyskontowanej cenie wykonania opcji (por. Brenner, Subrahmanyam (1988)).

Odpowiada to opcji bedacej forward at-the-money?.

CmV 2T
o~

v (3.48)

Corrado i Miller przedstawili w 1996 roku wzor na przyblizona warto$¢ zmiennosci
implikowanej dla opcji niekoniecznie bedacej forward at-the-money (por. Corrado,

Miller (1996)).

(cm 9= X“T>2 G Xe”?] : } (3.49)

30pcja jest forward-at-the-money, gdy spelniona jest zaleznogé S = Xe "7,
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Obydwa wzory prowadza do uzyskania jedynie przyblizonych wartosci zmiennosé
implikowanej. Wzoru (3.48) mozna uzywaé jedynie w odniesieniu do opcji at-the-
money. W przypadku odstapienia od tego zatozenia, wzor ten prowadzi do uzyskania
btednych wynikéw. Nietrudno wykazaé, iz dla opcji at-the-money, dla ktorej zacho-

T wzér Corrado i Millera sprowadza sie do wzoru Brennera

dzi warunek S = Xe
i Subrahmanyamy. Wzoér Corrado i Millera prowadzi do uzyskania satysfakcjonuja-
cych oszacowan zmiennosci implikowanej dla typowego, obserwowanego w praktyce,
przedziatu wspotezynnika moneyness (por. przypis na str. 192). Wobec dostepnosci
komputeréw oraz specjalistycznego oprogramowania, znaczenie powyzszych wzoréw

ulegto zmniejszeniu.

Jak juz zostalo wspomniane, wspdlczesnie wykorzystuje sie jednak me-
tody rekurencyjne, z ktérych najpopularniejszg stata sie metoda Newtona-

Raphsona.

3.3.2. Ljaczna zmienno$¢ implikowana dla klasy opcji

Zdarza si¢, ze w ramach jednego rynku, lub réznych rynkéw, notowane sa opcje
o réznych terminach wygasniecia i/lub réznych cenach wykonania wystawione na
ten sam instrument. Wyznaczenie zmiennosci implikowanych dla tych opcji moze
prowadzi¢ do otrzymania rozniacych sie wartosci zmiennosci bedacych oszacowaniem
tej samej przeciez przysztej zmiennosci.

Zwiazane jest to z:

e obcigzeniami modelu teoretycznego, u podstaw ktorego znajduja sie niespet-
nione w rzeczywistosci zatozenia o tym, ze procesem ceny jest geometryczny
ruch Browna o statych w czasie parametrach, o statosci stop procentowych,
doskonatej podzielnosci instrumentu bazowego, mozliwoéci krotkiej sprzedazy

oraz ciggtego utrzymywania pozycji wolnej od ryzyka.

Powoduje to wystepowanie efektu zwanego ,usmiechem zmiennosci” oraz wyste-
powanie ,struktury czasowej zmiennosci implikowanej”, czyli zalezno$ci zmien-
noéci implikowanej, uzyskiwanej z modelu Blacka-Scholesa, od ceny wykonania
oraz terminu do wykupu. Efekt ,usmiechu zmiennosci” zwigzany jest z fak-
tem, ze rozklad przysztych cen odbiega od rozktadu log-normalnego, czyli, ze
rozktad stop zwrotu odbiega od rozktadu normalnego. W przypadku opcji wy-

stawionych na waluty i towary obserwuje si¢ zazwyczaj symetryczny ,usmiech
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zmiennoéci”?, co zwigzane jest z faktem, ze co prawda rozklad stép zwrotu po-
siada grube ogony, ale jest rozkltadem symetrycznym. W przypadku opcji wy-
stawionych na akcje oraz indeksy akcji, obserwuje sie najczesciej asymetryczny

Lgrymas zmiennosci” °

, co zwigzane jest z efektem dZzwigni, wprowadzajacym
skosnos¢ do rozktadu stop zwrotu oraz z lekiem przed kryzysami finansowymi
(,catastrophobia™). Efekt  struktury czasowej zmiennosci” zwiazany jest nato-
miast z wlasnoscia powrotu zmiennosci do $redniej. Jesli zmienno$¢ w chwili ¢
jest nizsza (wyzsza) niz dtugoterminowa srednia, zmiennosé implikowana uzy-
skiwana z cen instrumentéw o coraz dhuzszym terminie do wygasniecia rosnie

(maleje).

e bledami wyceny zwigzanymi z brakiem ptynnosci rynku, btednym oszacowa-
niem pozostatych parametréw modelu, na przyktad z istnieniem spreadu bid-ask
dla rynkow pozagietdowych, czy z faktu, ze ceny opcji i instrumentow bazowych

moga pochodzi¢ z réznych punktéw czasowych.

Wigcej na ten temat znalez¢ mozna w pracach Natenberga (por. Natenberg (1994)),
Hulla (por. Hull (1997)), Dumasa, Fleminga, Whaley’a (por. Dumas, Fleming, Wha-
ley (1998)), Connolly’ego (por. Connolly (1999)), czy Rosenberga (Rosenberg (2000)).

Wobec mozliwosci otrzymania réoznych oszacowan parametru zmiennosci impliko-
wanej, niezbedne stalo sie podjecie proby potaczenia (usrednienia) informacji niesio-

nej przez poszczegblne wartosci w jeden taczny parametr zmiennosci implikowanej ().

Czesto procedure wyznaczania ztozonego parametru zmiennosci implikowanej po-
przedza odrzucenie z analizowanego zbioru opcji, dla ktérych model Blacka-Scholesa

cechuje sie duzymi obcigzeniami.

Schmalensee i Trippi (1978) proponowali odrzucenie z analizowanego zbioru opcji,
dla ktérych (por. Schmalensee, Trippi (1978)):
e premia opcyjna jest nizsza niz zadana warto$é lub premia jest mniejsza niz za-

dany procent ceny instrumentu bazowego (eliminuje sie opcje, dla ktérych koszty

4Opcje in-the-money oraz out-of-the-money cechuja sie wyzsza zmienno$cia niz opcje at-the-
money.

>Zmiennosé¢ implikowana dla opcji kupna maleje wraz ze wzrostem ceny wykonania lub ma ksztalt
znieksztalconej litery ,,u”, w ktérym ramie opisujace opcje out-of-the-money jest nizej niz ramie dla

opcji in-the-money.
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transakcji sa zbyt wysokie oraz opcje, ktére sa deep-out-of-the-money),

e premia jest mniejsza niz procentowo zadana réznica miedzy cena akcji a cena wy-
konania przy warunku, ze cena wykonania jest mniejsza od ceny instrumentu ba-
zowego (eliminuje sie opcje gleboko in-the-money, szczegblnie te o krétkim okresie
do wykupu),

e czas do wygasniecia jest krotszy od zatozonej granicy.

Estymatory zmiennosci tacznej mozemy podzielié na takie, ktére (por. Hamid

(1998)):

e usredniajg zmiennosci implikowane wyznaczone na podstawie transakcji dokona-
nych w dniu konstrukeji prognozy (cross-sectional data averaging),

e usredniajg zmiennosci wyznaczone na podstawie transakcji dokonanych w dniu
konstrukeji prognozy oraz w dniach wezesniejszych (intertemporal averaging).

e lacza obie techniki.

Procedury wyznaczania tacznego parametru zmiennosci implikowanej obejmuja
wiec wyznaczenie odpowiednio wazonej sredniej dla zmiennosci implikowanych otrzy-
manych dla opcji pochodzacych z tej samej klasy.

W zaleznosci od autora za klase opcji uwaza sie:
e wszystkie opcje wystawione na ten sam instrument bazowy (por. Latane, Rendle-

man (1976)),

e wszystkie dostepne do analizy opcje wystawione na ten sam instrument bazowy

oraz o tym samym terminie wygasniecia (por. Beckers (1981)).

Zaktada si¢, ze dla kazdego instrumentu bazowego w momencie ¢, istnieje praw-
dziwa wartos¢ zmiennosci o, ktora opisuje oczekiwana przyszta zmiennosé. Liczbe
opcji w danej klasie w chwili ¢ oznacza sie jako Ny, a zmienno$ci implikowane dla

poszczegblnych opcji w klasie jako oy (i = 1,..., Vy).

Feinstein wykazal, iz tylko dla opcji at-the-money uzyskuje sie, z modelu Blacka-
Scholesa, zmiennosci implikowane bedace nieobciazonymi prognozami przysztej zmien-
nosci, co zwiagzane jest z wystepowaniem obcigzenia modelu - efektu ,,uSmiechu zmien-
nosci” (por. Feinstein (1988)).

Uwzglednienie tylko opcji at-the-money eliminuje co prawda btedy spowodowane

obciazeniem modelu, ale powoduje wzrost sredniego btedu spowodowanego mozliwa
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nieprawidtowsg wycena poszczegdlnych instrumentéw. Zmiennos¢ implikowana wy-
znaczana jedynie z tak ograniczonego zbioru opcji, jest prognoza nieobcigzona, lecz

o duzym potencjalnym btedzie.

Spowodowato to koniecznos$é¢ wiaczenia do konstrukeji prognozy takze informacji
z cen opcji nie bedacych at-the-money.
Zaproponowane przez réznych autoréw estymatory tacznej zmiennosci implikowa-
nej o, ktadg w rozny sposob nacisk na wartosci zmiennosci implikowanych otrzyma-

nych dla opcji o réznym wspotczynniku moneyness®.

e R. Schmalensee i R. Trippi zaproponowali, aby wszystkie zmiennosci impliko-
wane traktowac¢ tak samo i ich taczny estymator ma posta¢ éredniej wazonej jedna-

kowymi wagami (por. Schmalensee, Trippi (1978))

. 1
O = ﬁt ZO’it (351)

Tak zdefiniowany estymator zmniejsza co prawda btad spowodowany mozliwymi nie-
prawidtowymi wycenami poszczegdlnych instrumentow, lecz nie zmniejsza btedu wy-

nikajacego z obciazenia modelu.

Najczestszym rozwigzaniem w zakresie zmniejszania btedu estymatora tacznej
zmiennosci jest stosowanie systemu wag opartego na wspoétczynniku vega dla po-
szczegolnych opcji.

Z wzoru Blacka-Scholesa mozna pokazac, ze wspotezynnik vega osiaga maksimum,

gdy spetniona jest zaleznos¢:

s = xe T+ %), (3.52)

SWspélezynnik moneyness dla opcji kupna zdefiniowany zostal jako:

S

Wspdlezynnik moneyness dla opcji sprzedazy jest odwrotnoécia wspdlczynnika dla opcji kupna.
Wspbdlezynnik ten uwzglednia warto$¢ pienigdza w czasie i prowadzi do wyrdznienia tzw. opcji
forward-in-the-money(ITM), dla ktérych mg 1, opcji forward-at-the-money (ATM), dla ktérych m=1
oraz opcji forward-out-of-the-money (OTM), dla ktérych mj1. Czasami definiuje sie wsp6lezynnik
moneyness jako m’ = In(m). W niniejszej pracy przyjeta zostanie jednak definicja dana wzorem
(3.50).
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co w przyblizeniu odpowiada warunkowi, by opcja byta forward-at-the-money. Wspot-
czynnik vega maleje symetrycznie wraz z tym, jak opcja staje sie ITM lub OTM. Po-
zwala to zmniejszy¢ wpltyw bledu spowodowanego niedoskonatoscig modelu Blacka-
Scholesa - zmniejszy¢ wplyw efektu ,u$miechu zmiennosci” poprzez uwypuklenie in-
formacji zawartych w opcjach ATM. Zastosowanie modelu wag opartego na wspot-
czynniku vega ma takze druga zalete. Zgodnie z definicja, wspotezynnik vega okresla
wrazliwo$¢ ceny opcji na zmiane wspoétczynnika zmiennosci. Wysoki wspotezynnik
vega to jednak niska wrazliwos$é zmiennosci implikowanej na zmiane ceny. Powo-
duje to, ze w przypadku btedéw wyceny, znacznie mniej wptywaja one na oszacowanie

parametru zmiennosci implikowanej dla opcji ATM, niz dla opcji ITM lub OTM.

Wagi proporcjonalne do wspotezynnika vega poszczegdlnych opcji zostalty zapro-

ponowane przez H. Latané i J. Rendlemana oraz S. Beckersa.

e Latane i Rendleman zaproponowali nastepujacy wzor do wyznaczania estyma-

tora tacznego (por. Latane, Rendleman (1976)):

0.5
i 2,,,2
(Ee)
5= (3.53)

O = N, )
> Wit
j=1

gdzie:

wy  — pochodna czgstkowa ceny opcji i na instrument bazowy w momencie t wzgle-
dem odchylenia standardowego, wyznaczona z modelu teoretycznego (wspoi-
czynnik vega).

Powyzsza ,Srednia wazona” nie jest prawdziwg srednig wazong, poniewaz suma
wag ,usredniajacych” parametr zmiennosci jest mniejsza niz 1. Z tego wzgledu es-
tymator ten jest obciazony i zaniza warto$¢ zmiennosci implikowanej. Co wiecej ob-
ciazenie zwigksza sie wraz ze wzrostem wielkosci proby nawet wtedy, gdy wszystkie
zaobserwowane zmienno$ci implikowane dla pojedynczych opcji sg takie same. Za-
proponowana zostala wiec modyfikacja powyzszego wzoru, ktéra pozbawiona juz jest

opisanej wady:

Z thwjt
=" (3.54)
> Wt
j=1
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Oszacowanie dane wzorem (3.54) nadaje wieksze wagi opcjom at-the-money niz

wzér (3.53). Opcje in-the-money oraz out-of-the-money traktowane sa tak samo.

e Beckers zaproponowal procedure wyznaczania tacznej zmiennosci implikowanej,
ktora koncentruje sie przede wszystkim na zmiennosciach implikowanych na pod-
stawie opcji forward-at-the-money. Warto$¢ tacznej zmiennosci uzyskuje sie poprzez

minimalizacje funkeji (por. Beckers (1981)):

N
Z wit[cm it — Cit(Ut)]2
i=1

f(o1) = (3.55)

Ny
E Wit
=1

Procedura ta minimalizuje wazona sume kwadratow odchylen cen rynkowych oraz

cen wynikajacych z modelu teoretycznego przy zatozonym poziomie zmiennosci.

e Podobne rozwiazanie zaproponowal w 1982 roku Whaley (por. Whaley (1982)).

Oszacowanie tacznego wspotezynnika zmiennosci uzyskuje sie¢ minimalizujac funkcje:

F(60) =3 (emin = cal@))”. (3.56)

e Chiras i Manaster zaproponowali srednig wazong wzgledem wspotezynnika ela-

stycznosci ceny opcji i odchylenia standardowego (por. Chiras, Manaster (1978)):

Ni 0cjt Ot
7 oy e
0y = Z*N & (3.57)
Zt 80]'15 Ot
i=1 doji Cjt
gdzie:
g%i‘;—?: — elastycznos$é ceny wzgledem odchylenia standardowego;
K3 1

informuje ile procent zmieni si¢ warto$¢ opcji, jezeli zmiennosé zmieni si¢

o jeden procent swej wartosci.

Zaproponowane powyzej metody wyznaczania tacznej zmiennosci implikowanej,

uwzgledniaja z roznag wagag zmiennosci implikowane otrzymane dla opcji o réznej
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wrazliwosci na zmiany odchylenia standardowego stop zwrotu. W tabeli 3.2 przed-

stawiono poréwnanie proponowanych metod.

Zaprezentowane metody nie wyczerpuja wszystkich propozycji obliczania tacznego
parametru zmiennosci implikowanej, w ramach usredniania na podstawie informacji
o cenach pochodzacych z jednego dnia, niemniej sa metodami najczesciej propono-

wanymi.
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Tabela 3.2: Poréwnanie estymatorow zmiennosci taczne;j.

Estymator Wtasnosci
Schmalensee, rowne wagi dla opcji ATM i pozostatych, znajduje zastosowa-
Trippi nie dla zbioru opcji, z ktorego wstepnie zostaly usuniete in-

strumenty mogace by¢ zrodtem bledu (np. deep-in-the-money

lub deep-out-of-the-money)

Latane, Rendle-

wagi nie sumuja si¢ do jednosci, jest to powodem btedu pod-

man czas estymacji parametru tacznej zmiennosci, estymator ten
jest praktycznie nie wykorzystywany
zmodyfikowany | wieksze wagi nadaje sie opcjom bedacym prawie ATM, wagi

Latane, Rendle-

dla opcji ITM oraz OTM sa symetryczne

man N,
Zl O'jtwjt
o =" (3.58)
. wjt
j=1
Whaley silniejsze uwzglednienie opcji prawie ATM niz dla zmodyfiko-
wanej procedury Latane i Rendlemana
N ,
; 01w,
oy & J*Nt (3.59)
> w]2't
j=1
Beckers jeszcze wieksze wagi nadane opcjom bliskim ATM
Ny
Z:l thw]t
A~ J=
o N, (3.60)
> w?t
j=1
Chiras, Mana- | Srednia wazona jest wspotczynnikami elastycznosci zmiany
ster ceny opcji wzgledem zmian zmiennosci instrumentu bazo-

wego, procedura nadaje wieksze wagi zmiennosci implikowa-

nej wyznaczonej z opcji OTM, przez co jest rzadziej stosowana

Zr6dto: opracowanie wtasne.

196




3.3. Metody oparte na oczekiwaniach rynku

Do tej pory przedstawione zostaly techniki prognoz zmiennosci na podstawie in-
formacji uzyskiwanych jedynie z cen opcji z dnia prognozy.

Feinstein zaproponowat, aby korzystaé¢ jedynie z informacji zawartych w cenach
opcji ATM. W celu ograniczenia btedu wynikajacego z mozliwych btedow wyceny,
ktore moga silnie wpltywaé na prognoze w przypadku niewielkiej liczby transakcji
opcjami ATM, sugerowat on wykorzystanie sredniej wartosci zmiennosci implikowanej
dla opcji ATM z dnia prognozy oraz z kilku dni poprzedzajacych.

Usrednianie opdznionych w czasie zmiennosci implikowanych prowadzi do otrzy-
mania oszacowania parametru przysztej zmiennosci, ktory jest ,informacyjnie nie-
efektywny”, gdyz zmiennosci implikowane wyznaczone na przyktad na podstawie cen
opcji sprzed 3 dni, nie zawieraja informacji, ktére naptynety od tamtego czasu na
rynek. Feinstein argumentowal jednak, ze korzysci wynikajace z uwzglednienia infor-
macji zawartych jedynie w cenach opcji ATM, dla ktérych zmienno$é¢ implikowana
jest nieobcigzong prognoza, przewyzszaja potencjalny btad wynikajacy z ,nieefek-
tywnosci informacyjnej”, szczegoélnie dla prognoz dltugoterminowych. W oryginalnej
procedurze z 1988 roku, Feinstein proponowat usrednia¢ zmiennosé¢ implikowana z 5
ostatnich dni z cen opcji ATM (por. Feinstein (1988)).

Hamid zaproponowal natomiast, by szczegoélnie dla opcji o krotkim terminie do
wygasniecia poshugiwac sie jedynie informacjg z dwdch lub trzech dni, co powinno
zwiekszy¢ ,efektywnos¢ informacyjng”. Dodatkowo zaproponowat on przyjecie bardzo
prostego systemu wag, ktore zwiekszylyby wage informacji najswiezszych. W przy-
padku wersji procedury polegajacej na usrednianiu informacji z 3 dni, proponowane
wagi wynosity 0,5; 0,31 0,2 (por. Hamid (1998)).

Na zakonczenie warto zaznaczy¢, iz obydwa zaprezentowane podejscia mozna ta-
czy¢, wyznaczajac najpierw taczne parametry zmiennosci opcji rézniacych si¢ ceng
wykonania dla poszczegdélnych dni, a nastepnie usredniajac je jeszcze dla dwoch,

trzech, czy pieciu ostatnich dni (por. Hamid (1998)).

7 zagadnieniem zmiennosci implikowanej zwigzane sg tez takie pojecia jak funk-
cje zmienno$ci implikowanej (por. Dumas, Fleming, Whaley (1998), Pena, Ru-
bio, Serna (1999), Rosenberg (2000)) oraz drzewa zmiennosci implikowanej (por.
Rubinstein (1994), Jarrow (1999)). Zagadnienia te nie stana si¢ jednak tematem roz-
wazan, gdyz obie te procedury stuzg bardziej wycenie opcji na podstawie modelu,
ktory dopasowuje si¢ do aktualnie obserwowanej na rynku ptaszczyzny zmiennosci,

anizeli do prognozowania wspotczynnika zmiennosci w przysztym okresie.
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3.4. QOceny prognoz zmiennosci

Zanim w procesie zarzadzania ryzykiem wykorzystane zostang prognozy zmienno-
Sci, nalezy na podstawie proby testowej oceni¢ trafnosé, a wiec przydatnosé prognoz.
Prognozy podlegaja ocenie zaréwno w kontekscie odpowiedzi na pytanie jak bardzo
srednio prognozy réznig si¢ od obserwowanych w przysztosci rzeczywistych realizacji
oraz w kontekscie efektywnosci prognoz, czy rzeczywiscie istnieje zwigzek pomiedzy
warto$ciami prognoz oraz zrealizowanymi wartosciami zmiennej prognozowane;j.

W przypadku prognoz zmiennosci ocenie podlega¢ moga prognozy warunkowej wa-
riancji z kolejnego dnia (na podstawie modeli klasy GARCH) lub $redniego poziomu

wariancji bezwarunkowej z takiego okresu (na podstawie modeli z podrozdziatu 3.2.1.

oraz modeli GARCH).

Oceny bledéw statystycznych

Trafnos¢ prognoz okresla sie za pomoca bteddéw ez post, po uptywie czasu, na ktory
prognoza byta wyznaczana. Bledy ezr post mozna wyznacza¢ dla pojedynczego mo-
mentu, badZz w przypadku dysponowania informacja o wartosciach prognoz z wiekszej
ilosci wezesniejszych momentow, zbiorczo dla catego takiego przedziatu weryfikacji
prognoz, poprzez odpowiednie usrednienie btedéw dla kazdego z momentow. W dal-
szej czesci pracy zaktada sie, ze prognosta dysponuje przedziatem weryfikacji prognoz
zawierajacym n prognoz oraz wartosci zrealizowanej zmiennosci. Odpowiednie miary
bledéw ex post moga zostaé wykorzystane zaréwno podczas analizy btedu prognozy
wewnatrz proby (dla probki uczacej), ktéry moze postuzyé do kalibracji modelu pro-

gnozy, jak i do analizy btedu prognozy poza préba (probka testowa).

Miary btedow prognozy ex post dzielimy na:

e miary symetryczne, ktore w taki sam sposob uwzgledniaja przeszacowanie i nie-

doszacowanie prognozy zmiennosci,

e miary niesymetryczne, ktére w odmienny sposob uwzgledniaja przeszacowanie

i niedoszacowanie prognozy zmiennosci w poszczegdlnych podokresach.

W ponizszych wzorach, w celu poprawienia czytelnosci, pomini¢te zostang poda-

wane w nawiasach oznaczenia technik prognozy.
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Jako przyktadowe miary symetryczne mozna wymienié (por. Brailsford, Faff, (1996),
Balaban (1999), Poon, Granger (2001)):”

e pierwiastek $redniej kwadratéw btedu (Root Mean Squared Error-RMSE):

n

1
RMSE = | = > (s5.m = Shm)’ (3.61)

m=1
e Sredni btad bezwzgledny (Mean Absolute Error-MAE)

1 n
MAE = = o= Shml 3.62
nmz:l|8f, Shym| (3.62)

e mediana bledu bezwzglednego (Median Absolute Error-MedAF)
MedAE = Median(|s fm — Sh.m|)- (3.63)

Powyzsze miary bltedéw ex post z rdzng sita eksponuja bledy duze, szczegdlnie
nietrafione pojedyncze prognozy. Miara RMSE uwzglednia takie btedy najsilniej.
W mniejszym stopniu poprzez zastosowanie wartosci bezwzglednej, szczegdlnie nie-
trafione prognozy uwzglednia miara M AFE. Na nietypowo duze, jak i nietypowo mate
btedy prognoz, niewrazliwa jest miara MedAF oparta na medianie btedu bezwzgled-

nego.

Innymi czesto wykorzystywanymi miarami btedu ex post sa $redni bezwzgledny
btad procentowy oraz wspotczynnik Theila.

Sredni bezwzgledny blad procentowy (Mean Absolute Percentage Error- MAPE)
dany wzorem:

n

1
MAPE:EmZ:l

s
Sim 1'. (3.64)
Sh,m

mierzy o ile procent érednio prognoza roznita sie od od wartosci zrealizowanej. Jest
to miara umozliwiajaca poréwnanie jakosci prognoz dla réznych szeregow danych,

roznigeych si¢ poziomem prognozowanego zjawiska.

"W zaleznoéci od podejécia, czy prognozowane jest odchylenie standardowe stép zwrotu, czy
wariancja stép zwrotu, we wszystkich wzorach przedstawianych w tym podrozdziale odpowiednie
miary liczone moga by¢ badz to w oparciu o prognoze i zrealizowane odchylenie standardowe, badz
w oparciu o zrealizowang i prognozowang wariancje. Zgodnie z konwencja przyjeta w tej pracy

wszystkie wzory przedstawione zostaly w odniesieniu do odchylenia standardowego.
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Wspédtezynnik Theila (por. Cieslak (2000), Poon, Granger (2001)) dany jest na-

tomiast wzorem:

Z (sf,m - Sh,m)2
Theil —-U = 2= . (3.65)
Z (Sh,m—l - sh,m)2

m=1

W mierze tej btad prognozy standaryzowany jest w stosunku do btedu prognozy naiw-
nej opartej na btadzeniu losowym. Dla modelu btadzenia losowego (RW), wspétezyn-
nik Theila wynosi 1. Wspoétezynnik Theila okresla efektywnosé stosowania bardziej
skomplikowanych technik prognozowania w stosunku do techniki najprostszej.

W dalszej czesci pracy wykorzystane zostana jednak najpopularniejsze miary sy-

metryczne bledu prognozy ex post, czyli RMSE oraz MAFE.

Powyzsze miary btedu prognozy z taka sama sitg uwzgledniaty niedoszacowania,
jak i przeszacowania prognoz zmiennosci. Poniewaz w wielu przypadkach inwestor
nie traktuje w taki sam sposéb btedu prognozy polegajacego na takim samym, co do
wartosci, niedoszacowaniu oraz przeszacowaniu prognozy zmiennosci, zaproponowano
miary asymetryczne btedu ex post. Najczesciej stosowanymi miarami sg asymetrycz-
nymi sa (por. Pagan, Schwert (1990), Brailsford, Faff (1996), Balaban (1999)):

e dredni blad mieszany niedoszacowania (Mean Mized Error of Under-prediction -
MMEU):

1 n n
MMEU = = [Z | fom = Shan| K + Y \/|sf7m — sh,m|Lm] : (3.66)
n
m=1 m=1

e Sredni btad mieszany przeszacowania (Mean Mized Error of Over-prediction - MMEOQ):

MMEO =+ [Z \/|sf7m — Spm| Ko + Z |Sfm — sh,m|Lm] : (3.67)

n
m=1 m=1
gdzie:
1; dlasf, > Shm 1, dlass, < spm
K,, = R A fom = S (3.68)
0; dlasfm, < shm 0; dlasfy, > spm

Miara MMEU uwzglednia silniej btedy niedoszacowania zmiennosci, a miara MMEO
- btedy przeszacowania. Miary te sg czule zaréwno na liczbe przypadkéw przeszaco-

wania lub niedoszacowania, jak i na wielkos¢ tego btedu.
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W obydwu powyzszych wzorach, sita z jakg uwzgledniane sa btedy przeszacowa-
nia i niedoszacowania wzgledem siebie jest stata i zalezy jedynie od wielkosci btedu
prognozy. Wieksza lub mniejsza wage tym samym co do wartosci btedom nadawac
mozna wyznaczajac btad prognozy w oparciu o tak zwang funkcje LINEX (por. Ponn,

Granger (2001)) dana wzorem:

LINEX = % > Aexpl—a(spm — snm)] + alspm — snm) — 1} (3.69)
i=1

Jesli parametr a > 0, to funkcja jest w przyblizeniu liniowa dla btedu przesza-
cowania oraz w przyblizeniu wyktadnicza dla bledu niedoszacowania. W tym przy-
padku bledy niedoszacowania zmiennoéci uwzgledniane sa wiec z wieksza waga, niz
btedy przeszacowania. Analogicznie, gdy a < 0, to btedy niedoszacowania zmiennosci
uwzgledniane sg z wieksza waga niz btedy przeszacowania. Wartos¢ bezwzgledna pa-
rametru a decyduje o wadze odpowiednio btedu przeszacowania lub niedoszacowania

i jest przyjmowana subiektywnie.
W dalszej czesci pracy wykorzystywane beda do testowania bledéw przeszacowa-

nia i niedoszacowania $rednie btedy mieszane.

Oceny efektywnosci prognoz

Osobnym podejsciem do oceny jakosci prognoz jest ocena obcigzenia oraz efek-
tywnosci prognoz.
Podejscie to spopularyzowane zostato w kontekscie prognoz zmiennoéci przez Faira

i Schillera. Idea polega na wyznaczeniu regresji liniowej:
Sh,m = a+ﬁsf,m(') + U, (370)

W przypadku doskonatych, nieobcigzonych prognoz, wyraz wolny w réwnaniu
regresji powinien mie¢ wartos¢ zero, natomiast wyraz stojacy przy prognozie wartosé
jeden.

Efektywnos¢ prognoz, w znaczeniu ile procent zmian zmiennosci realizowanej
w kolejnych podokresach przewidywanych i ttumaczonych jest przez prognozy, okresla

wspotezynnik R? analizowanej regresji.
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Rozdziatl 4.

Modele zmiennosci w wybranych
zagadnieniach finansowych -

badania empiryczne

W rozdziale 4 zaprezentowane zostana wyniki badan nad szeregami stop zwrotu,

wykorzystujace modele oraz techniki opisane we wcze$niejszych rozdziatach.
Rozdzial ten podzielony zostatl na cztery czesci.

W czesci pierwszej przedstawione zostana wyniki dopasowania réznych modeli
stop zwrotu z warunkows wartoscig oczekiwang oraz warunkowa wariancja do sze-
regow stop zwrotu z indeksu WIG, kursu dolara oraz ceny miedzi. Celem badania
jest sprawdzenie, ktéry z modeli najlepiej dopasowuje sie do danych empirycznych.
Informacja taka moze by¢ wykorzystana w procesie zarzadzania ryzykiem, co zosta-
nie zaprezentowane w dalszej czesci rozdziatu podczas prognozowania zmiennosci,

wyznaczania wartosci VaR, czy wyceny opcji europejskich.

W drugiej czesci rozdziatu zaprezentowane zostang techniki prognozowania zmien-
nosci na podstawie zarowno technik opartych na analizie szeregéw czasowych, jak i na
oczekiwaniach rynku. Dla obu grup technik, prognozowana bedzie zmiennos¢ stop
zwrotu w kolejnych miesigcach kalendarzowych. W badaniach opartych na analizie
szeregbw czasowych wykorzystane zostana zaréwno techniki z stalym parametrem
zmiennosci w podokresach, jak i modele klasy GARCH. Badaniami objete zostana
szeregi stop zwrotu z indeksu WIG, kursu dolara oraz ceny miedzi. W tej czesci zapre-

zentowany zostanie takze przyktad analizy prognoz zmiennosci w oparciu o zmiennosé
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implikowana. Ze wzgledu na trudnosci ze zgromadzeniem kompletnych i rzetelnych
danych niezbednych w badaniu, analiza obejmowa¢ bedzie jedynie rynek warran-
tow na WIG20, ktore byty najbardziej ptynnymi instrumentami pochodnymi umozli-
wiajacymi wyznaczenie zmiennosci implikowanej, notowanymi w okresie badania na
GPW w Warszawie. Z powodu trudnosci ze zgromadzeniem informacji o instrumen-
tach z rynku pozagietdowego, zrezygnowano z badan nad mozliwos$cia prognozowania
w ten sposob zmiennosci kursu dolara. Brak dostepu do szczegdtowych danych o za-
granicznym rynku opcji na cene miedzi, zdecydowat o rezygnacji takze z badan nad
zmiennoscig implikowang dla cen miedzi. Prezentowany przyktad dla indeksu WIG20
ma za zadanie przyblizy¢ problematyke prognoz zmiennosci w oparciu o oczekiwania
rynku.

Celem badan nad mozliwoscia prognozowania zmiennosci jest odpowiedZ na py-
tanie, ktora z prezentowanych technik, do tej pory sprawdzata si¢ najlepiej i powinna

by¢ wykorzystywana.

Trzecia i czwarta cze$¢ poswiecona zostanie przyktadom wykorzystania modeli
z warunkowa wartodcig oczekiwang oraz z warunkowsa wariancja w procesie pomiaru
ryzyka rynkowego metoda VaR oraz w wycenie europejskiej opcji kupna.

Wykazana zostanie przydatno$é modeli omawianych w rozdziale drugim przy po-
miarze jednodniowej wartosci zagrozonej dla indeksu WIG. Uwzglednienie efektu au-
tokorelacji oraz efektu GARCH prowadzi do znacznej poprawy jakosci modelu VaR.
Wykazane zostanie ponadto, iz pomiar VaR dla poziomu tolerancji 0,01 wymaga

zastosowania modeli o warunkowych rozktadach z grubymi ogonami.

W ostatniej czedci rozdziatu przedstawiony zostanie model wyceny europejskie;j
opcji kupna na instrument bazowy, ktérego szereg stop zwrotu charakteryzuje sie
autokorelacja, efektem GARCH oraz efektem dzwigni. Nieuwzglednienie tych efek-
tow prowadzi, w przypadku stosowania modelu Blacka-Scholesa, do btedéw wyceny.
W oparciu o model AR-GARCH, wyceniona zostanie hipotetyczna opcja na jednostke
indeksu WIG. Wtasnosci modelu zaprezentowane zostana poprzez wyznaczenie ptasz-
czyzny zmiennosci implikowanej (na podstawie modelu Blacka-Scholesa) z cen uzyska-
nych z modelu AR-GARCH dla réznych terminéw do wygasniecia oraz dla réznych
cen wykonania. Uzyskanie typowych, obserwowanych na rynkach, efektow ,udmie-
chu zmiennosci” oraz struktur czasowych zmiennosci prowadzi do wniosku, iz model
uwzgledniajacy efekt autokorelacji oraz GARCH umozliwia uwzglednienie wtasnosci

obserwowanych na rynkach. Niestety zbyt niska ptynnos¢, wplywajaca na btedy wy-
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ceny warrantéw w warunkach polskich, uniemozliwia odniesienie uzyskiwanych z mo-
delu cen do cen rzeczywistych z rynku. Zaprezentowany przyktad pozostaje wiec

w sferze przyktadu ilustracyjnego.

4.1. Modelowanie zmiennosci

Celem podrozdziatu jest przedstawienie wynikéw modelowania rzeczywistych sze-

regéw czasowych. Analizie poddane zostang dzienne proste! stopy zwrotu z:

e indeksu WIG z okresu od 03-10-1994 do 08-11-2002 (2023 obserwacje). Data
poczatkowa wybrana zostata jako moment, w ktérym wprowadzony zostal na

Gieldzie Papierow Wartosciowych w Warszawie pieciosesyjny tydzien notowan.

e $rednich dziennych kurséow dolara z okresu od 04-01-1993 do 04-11-2002 (2521

obserwacje),

e cen natychmiastowych miedzi ogtaszanych o godzinie 13:15 na Londynskiej
Gietdzie Metali (The London Metal Exchange (LME)), ktore stanowia podstawe
do rozliczen instrumentéw pochodnych. Dane pochodza z okresu od 03-01-1989
do 04-11-2002 (3494 obserwacje).

We wszystkich przypadkach parametry modeli estymowane byty za pomoca me-
tody najwickszej wiarygodnosci z wykorzystaniem procedury opisanej na stronie 150.

Rozpatrywane byty modele od najprostszych, do coraz bardziej skomplikowanych.
Dla kazdego z szeregdéw rozpoczynano analize od najczesciej rozpatrywanych modeli
z warunkowym rozktadem normalnym. Jako kryterium wyboru modelu wykorzystano
najpopularniejsze kryterium informacyjne - kryterium Akaike’a dane wzorem (2.240).

W tabeli 4.1 przedstawione zostaty wyniki dopasowania modeli z warunkowym
rozktadem normalnym do szeregu stop zwrotu z indeksu WIG.

Na podstawie wyestymowanych parametréw modeli, uzyskanych statystyk t oraz

kryterium Akaike’a mozna stwierdzi¢, iz:

e we wszystkich rozpatrywanych modelach parametr g byt nieistotnie rézny od

zera,

1Zdecydowano sie korzystaé¢ z prostych stép zwrotu, by nie bylo koniecznoéci uwzgledniania

czynnika wynikajacego z lematu Itd (por wzér (2.18)).
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4.1. Modelowanie zmiennosci

e we zakresie modelowania warunkowej wartosci oczekiwanej, najlepsze okazaty
sie¢ modele zaktadajace, iz szereg stop zwrotu jest procesem sredniej ruchome;j
rzedu pierwszego lub procesem autoregresji rzedu drugiego. Ze wzgledu na ta-

twiejsze formutowanie prognoz, zwykle preferowane sa modele autoregres;ji,

e w zakresie modelowania efektu GARCH (na razie bez efektu dzwigni, przy
uwzglednieniu autokorelacji w szeregu stép zwrotu), najlepszy okazal sie model

najprostszy, czyli symetryczny model GARCH(1,1),

e w przypadku uwzglednienia asymetrycznej krzywej wpltywu informacji, badanie
wykazalo (potwierdzana w literaturze) ujemna korelacje pomiedzy poziomem
procesu a warto$cig wariancji stop zwrotu. Zgodnie z oczekiwaniami, parametr
oy jest dodatni oraz istotnie rézny od zera, co swiadczy o wystepowaniu efektu
dzwigni, objawiajacego sie silniejszym wpltywem informacji negatywnych na wa-

runkowsa wariancje procesu, niz informacji pozytywnych.

Na podstawie powyzszych obserwacji, co potwierdza takze kryterium Akaike’a, mozna
stwierdzi¢, ze najlepszym modelem (sposréd rozpatrywanych) do opisu zmian w sze-
regach stop zwrotu jest z indeksu WIG jest model AR(1)-GJR-GARCH(1,1). Model
ten umozliwia uwzglednienie zaréwno efektu autokorelacji, skupiania zmiennosci, gru-
bych ogonéw rozktadu bezwarunkowego, jak i efektu dzwigni.

Analizie poddany zostal takze model GARCH-M(1,1), jednak kryterium Akaike’a
zdecydowanie preferuje model z autoregresja. Jest to zgodne z wynikami uzyskanymi
przez Hafnera i Herwartza dla szeregéw stop zwrotu z gietdy niemieckiej (w tym dla
indeksu DAX) (por. Hafner, Herwartz (1999)). Modele z autoregresja nie posiadaja co
prawda wtasciwej modelowi GARCH-M prostej interpretacji ekonomicznej (zwiazanej
7z premig za ryzyko), jednak lepiej dopasowuja sie do danych empirycznych.

W zwiazku z kontrowersyjng kwestia, czy modelowaniu podlega¢ powinny szeregi
warunkowej wariancji, czy warunkowego odchylenia standardowego, wyestymowano
parametry modelu NARCH(1,1). Warto$¢ parametru -« bliska 2 oznacza, ze modelo-
waniu podlegaja warunkowe wariancje, natomiast bliska 1 wartos¢, ze - warunkowe
odchylenia standardowe. Dla indeksu WIG uzyskano warto$¢ parametru v = 1, 666,
co oznacza, ze w przypadku wyboru pomiedzy typowymi modelami z ustalong war-
toscia parametru v = 1 (model TARCH) lub v = 2 (model GJR-GARCH), wybrany
powinien zosta¢ model GJR-GARCH.

W zakresie modelowania efektu dZwigni ograniczono si¢ jedynie do modelu GJR-

GARCH, co zwigzane jest ze znacznie prostsza postacig modelu oraz tatwiejszg moz-
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4.1. Modelowanie zmiennosci

liwoscia aplikacji w zagadnieniach zwiazanych z prognozowaniem zmiennosci, niz dla
np. modelu EGARCH.

Ostatecznie mozna stwierdzi¢, ze sposrod modeli z warunkowym rozktadem nor-
malnym, najlepszym okazatl sie model AR(1)-GJR-GARCH(1,1). Jednak analiza stan-
daryzowanych reszt tego modelu:

T

“T T Uh

dowodzi, ze nie maja one rozkltadu normalnego, i ich rozktad posiada nadal grube

ogony.
Dalszej analizie poddano wigc modele z warunkowymi rozktadami o grubych

(4.1)

ogonach. Zastosowano symetryczny rozktad GED(0, 1, v) oraz symetryczny rozkltad
t — St(0,1,v). Nie rozpatrywano sko$nego rozktadu t-Studenta, gdyz wymagatoby
to wprowadzenia kolejnego (juz sibdmego) parametru modelu, ktéry nalezatoby wy-
estymowaé (w przypadku najogdlniejszej postaci). Skosnosé rozktadu gwarantuje nie-
ujemna wartos¢ parametru a; odpowiedzialnego za opis efektu dzwigni.

Takze dla modeli z warunkowymi rozktadami o grubych ogonach najlepszymi ze
wzgledu na kryterium Akaike’a okazaly sie modele AR(1)-GJR-GARCH(1,1).

Odpowiednie parametry okreslajace grubo$é¢ ogonéw rozktadu warunkowego, uzy-
skaly nastepujace wartosci: 1,523 dla rozktadu GED oraz 8,679 dla rozktadu t-Studenta.
Potwierdza to przypuszczenie o koniecznodci stosowania rozktadéow warunkowych
z grubszymi ogonami niz ogony rozktadu normalnego. Kryterium Akaike’a wskazuje,
ze najlepsze wlasnoéci ma model AR(1)-GJR-GARCH(1,1) z warunkowym rozkla-
dem t-Studenta.

Jako$¢ dopasowania empirycznych reszt modeli do zalozonego rozktadu warunko-
wego zobrazowana zostata przez wyznaczenie statystyk Kotmogorowa oraz Andersona-
Darlinga danych wzorami:

e statystyka Kolmogorowa:
K = max|F.(x) — F(x)|, (4.2)

e statystyka Andersona-Darlinga:

| Fe(x) — F(x)]
AD = max ,
© () (1-F(x))

(4.3)

gdzie:

F.(z) - empiryczna dystrybuanta rozktadu dla wartosci x,
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4.1. Modelowanie zmiennosci

F(z) - teoretyczna dystrybuanta rozkladu dla wartosci .

Dla rozktadu GED oraz t-Studenta za liczbe stopni swobody w rozktadzie teore-
tycznym przyjeto wyestymowang liczbe stopni swobody.

Im mniejsza wartosé¢ statystyk K oraz AD, tym lepsze dopasowanie rozktadu
empirycznego do teoretycznego. Statystyke AD stosuje sie, gdyz silniej uwypukla
informacje o ewentualnych niedopasowaniach rozktadéw w ogonach.

W tabeli 4.3 zaprezentowane zostaly statystyki K oraz AD dla reszt modeli
AR(1)-GJR-GARCH(1,1) z réznymi rozktadami warunkowymi dla stép zwrotu in-
deksu WIG. Najmniejsze wartosci statystyk uzyskano dla rozktadu t-Studenta.

Rysunki 4.1, 4.2, 4.3 prezentuja dodatkowo wykresy kwantyl-kwantyl dla uzyska-
nych szeregéw warunkowych reszt oraz szeregdw pochodzacych z rozktadu teoretycz-
nego. Takze na podstawie tych rysunkéow mozna stwierdzi¢, ze model z warunkowym

rozkladem normalnym N(0,1) najgorzej opisuje szereg stép zwrotu z indeksu WIG.

Podsumowujac, najlepsze dopasowanie dla szeregu stop zwrotu z in-
deksu WIG uzyskano dla modelu AR(1)-GJR-GARCH(1,1) z warunko-

wym rozkladem t-Studenta.
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4.1. Modelowanie zmiennosci

Tabela 4.1: Oceny parametréw modeli dla indeksu WIG - rozktad normalny

| Model |Parametr| wartosé | t-st | LLF | AIC |
AR(0)-GARCH(0,0) n 0,000367 0,91 5229,94 | -10455,89
NORM w 0,000333 | 47,41
AR(1)-GARCH(0,0) n 0,000297 0,74 5254,96 | -10503,93
NORM b1 0,154 | 11,04
w 0,000325 | 48,03
AR(0)-GARCH(1,1) n 0,000324 0,93 5437,08 | -10843,70
NORM w 1,69E-05 6,27
i 0,802 43,71
(o3 0,147 10,73
AR(0)-GARCH(2,1) n 0,000287 0,83 5441,25 | -10872,50
NORM w 2,15E-05 5,75
i 0,371 2,86
B2 0,369 3,28
[e%1 0,196 8,61
AR(1)-GARCH(1,1) w 0,000325 0,97 5464,88 | -10919,75
NORM b1 0,173 7,67
w 1,56E-05 6,23
B 0,812 | 45,42
aq 0,138 10,31
AR(1)-GARCH(2,1) w 0,000301 0,90 5465,76 | -10885,85
NORM b1 0,167 7,10
w 1,79E-05 5,05
51 0,536 2,75
B2 0,243 1,44
(o3 0,165 6,27
ARMA(1,1)-GARCH(1,1) I 0,000412 0,97 5467,41 | -10922,81
NORM b1 -0,0778 -0,64
61 0,263 2,19
w 1,57E-05 6,26
61 0,811 45,20
a1 0,140 | 10,41
MA(1)-GARCH(1,1) w 0,000398 1,00 5466,48 | -10922,97
NORM 01 0,188 7,85
w 1,57E-05 6,25
B 0,811 | 45,22
[e%1 0,139 10,37
AR(2)-GARCH(1,1) n 0,000325 0,96 5467,49 | -10922,97
NORM b1 0,185 7,70
2 -0,0572 -2,32
w 1,58E-05 6,27
i 0,810 45,07
[e%1 0,140 10,45
AR(0)-GJR-GARCH(1,1) “w 0,000160 0,46 5439,57 | -10869,15
NORM w 1,66E-05 3,80
i 0,805 25,10
a1 0,118 5,17
oy 0,0537 2,16
AR(1)-GJR-GARCH(1,1) “w 0,000108 0,32 5468,44 | -10924,88
NORM b1 0,177 7,60
w 1,52E-05 4,01
i 0,816 29,08
[e%1 0,104 5,08
oy 0,064 2,53
GARCH-M(1,1) w 0 - 5436,85 | -10863,69
NORM A 0,173 1,31
w 1,56E-05 3,95
51 0,812 25,71
[e%1 0,138 6,46
NARCH(1,1) o 0,000303 0,88 5437,93 | -10856,86
NORM w 7,05E-05 2,10
51 0,804 26,45
[e%1 0,155 6,65
¥ 1,666 5,51
Zrédlo: obliczenia wlasne. 208
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Tabela 4.2: Oceny parametréw modeli dla indeksu WIG - rozktad GED i t-Stud

| Model |Parametr| wartosé | t-st | LLF | AIC |
AR(0)-GARCH(1,1) m 0,000215 0,67 | 5456,87 | -10903,75
GED w 1,37E-05 | 3,20
51 0,823 24,78
ai 0,136 5,45
v 1,493 22,25
AR(1)-GARCH(1,1) I 0,000215 0,68 5483,51 | -10955,00
GED b1 0,169 7,26
w 1,27E-05 | 3,38
61 0,829 27,95
ay 0,131 5,79
v 1,514 23,07
AR(0)-GJR-GARCH(1,1) I 0,000106 0,32 5458,78 | -10871,90
GED w 1,33E-05 | 3,07
51 0,825 24,21
(e %1 0,111 4,42
o 0,0507 2,32
v 1,499 22,23
AR(1)-GJR-GARCH(1,1) m 5,95E-05 | 0,20 5486,03 | -10958,06
GED b1 0,171 7,83
w 1,25E-05 | 3,25
51 0,831 27,35
o 0,101 4,44
o 0,0600 2,16
v 1,523 22,99
AR(0)-GARCH(1,1) I 0,000215 0,66 5456,80 | -10903,60
STUD w 1,13E-05 | 3,01
61 0,838 27,32
ai 0,129 5,36
v 8,927 5,33
AR(1)-GARCH(1,1) m 0,000202 0,64 5486,56 | -10961,13
STUD b1 0,179 7,78
w 1,06E-05 | 3,14
61 0,845 30,86
[e%1 0,124 5,66
v 8,551 5,60
AR(0)-GJR-GARCH(1,1) m 9,91E-05 | 0,30 5458,68 | -10905,35
STUD w 1,10E-05 2,88
51 0,840 26,77
[e %1 0,106 4,41
oy 0,0480 1,86
v 8,942 5,31
AR(1)-GJR-GARCH(1,1) I 5,24E-05 | 0,16 5488,84 | -10963,67
STUD b1 0,180 7,84
w 1,03E-05 | 3,04
51 0,845 30,24
al 0,0978 4,45
ay 0,0560 2,03
v 8,679 5,52

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Tabela 4.3: Statystyki K i AD dla indeksu WIG

N(0,1) | t—St(0,1,v) | GED(0,1,v)
statystyka K | 0,02657 0,00903 0,01222
statystyka A-D | 0,17335 0,04053 0,06412

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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Rysunek 4.1: Wykres kwantyl-kwantyl dla rozktadu normalnego (indeks WIG)

kwantyle rozkladu normalnego

_ab

6 . . . . . . . . .
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
kwantyle reszt modelu

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Rysunek 4.2: Wykres kwantyl-kwantyl dla rozktadu t-Studenta (indeks WIG)

kwantyle rozkladu studenta

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
kwantyle reszt modelu

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Rysunek 4.3: Wykres kwantyl-kwantyl dla rozktadu GED (indeks WIG)

kwantyle rozkladu GED

6 . . . . . . . . .
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
kwantyle reszt modelu

Zrédlo: opracowanie wlasne.

210



4.1. Modelowanie zmiennosci

Analogiczne badania przeprowadzono dla szeregow stop zwrotu z cen miedzi oraz

kurséw dolara.

Dla szeregu stop zwrotu z cen miedzi zaobserwowano, ze:
e parametr p jest nieistotnie rézny od zera dla poziomu istotnosci 0,05,

e w zakresie modelowania warunkowej wartosci oczekiwanej, najlepsze efekty uzy-
skano dla modelu sredniej ruchomej rzedu pierwszego. W modelu z autoregresja
rzedu drugiego, parametr ¢o okazal sie nieistotnie rozny od zera przy poziomie
istotnosci 0,05. Nieznacznie gorszy z punktu widzenia kryterium Akaike’a od
modelu MA (1) okazal sie model autoregresji rzedu pierwszego, ktéry zostal ze

wzgledu na tatwiejsze formutowanie prognoz, zastosowany w dalszych analizach.
e w zakresie modelowania efektu GARCH najlepszy okazal sie model GARCH(2,1),

e parametr odpowiedzialny za istnienie efektu dZzwigni okazal sie nieistotnie rézny
od zera dla poziomu istotnosci 0,05, co potwierdza, ze w szeregach stop zwrotu

z kurséw towaréw nie wystepuje efekt dzwigni,

e model GARCH-M(1,1) okazal sie gorszym modelem ze wzgledu na kryterium
Akaike’a od modelu AR(1)-GARCH(1,1).

Takze w tym przypadku wyestymowano modele z warunkowymi rozktadami o gru-
bych ogonach zawierajace sie w modelu AR(1)-GJR-GARCH(1,1). Uzyskane wartosci
parametrow okreslajacych grubosé ogonéw Swiadcza o tym, ze dla stop zwrotu z cen

miedz, konieczne jest uwzglednienie rozktadéw o grubych ogonach.

Podsumowujac, najlepszym modelem okazal sie model AR (1)-GARCH(2,1)
z warunkowym rozkladem t-Studenta. W przypadku koniecznosci estymacji pa-
rametrow procesu na podstawie krotszych szeregow czasowych, koniecznym moze staé

sie, w celu zmniejszenia btedow oszacowania parametrow, skorzystanie z ubozszej po-

staci i wyb6r modelu AR(1)-GARCH(1,1).
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Tabela 4.4: Oceny parametréw modeli dla cen miedzi - rozktad normalny

| Model |Parametr| wartosé | t-st | LLF | AIC |
AR(0)-GARCH(0,0) m -0,000107 -0,40 9572,76 | -19141,53
NORM w 0,000244 89,07
AR(1)-GARCH(0,0) m -0,000122 -0,46 9596,10 | -19186,19
NORM b1 20,116 | -11,02
w 0,000241 84,00
AR(0)-GARCH(1,1) m 0,000053 0,24 9937,38 | -19866,76
NORM w 5,08 E-06 6,34
61 0,8883 109,39
ai 0,099 15,29
AR(0)-GARCH(2,1) m 0,000064 0,29 9945,32 | -19880,64
NORM w 7,79E-06 6,29
61 0,198 4,26
B2 0,621 13,22
ai 0,153 15,92
AR(1)-GARCH(1,1) I 0,000038 0,17 994859 | -19887,19
NORM b1 -0,086 -4,96
w 5,01E-06 6,46
61 0,885 113,22
ai 0,097 15,33
AR(1)-GARCH(2,1) I 0,000048 0,22 9957,32 | -19902,64
NORM 1 -0,093 -5,03
w 7,78E-06 6,36
51 0,195 4,31
B2 0,625 13,69
ai 0,152 16,15
MA(1)-GARCH(1,1) I 0,000033 0,16 9949,35 | -19888,69
NORM 01 -0,091 -5,20
w 4,97E-06 6,46
51 0,886 114,12
a1 0,096 15,35
AR(2)-GARCH(1,1) m 0,000037 0,17 9949,61 | -19887,22
NORM b1 -0,089 -5,06
b2 -0,0278 -1,53
w 4,99E-06 6,44
51 0,885 112,92
a1 0,097 15,25
AR(0)-GJR-GARCH(1,1) m 0,000028 0,13 9937,63 | -19865,27
NORM w 5,15E-06 4,17
51 0,881 63,47
aq 0,095 7,67
ay 0,0110 0,70
AR(1)-GJR-GARCH(1,1) m 0,000022 0,10 9948,94 | -19885,88
NORM b1 -0,086 -4.77
w 5,04E-06 4,17
61 0,884 64,39
a1 0,094 7,71
aj 0,008 0,54
GARCH-M(1,1) I 0,001062 1,38 9938,34 | -19866,69
NORM A -0,081 -1,36
w 5,04E-06 4,16
51 0,882 64,76
ai 0,100 8,63
NARCH(1,1) m 0,000048 0,23 9938,94 | -19867,88
NORM w 2,45E-05 2,16
51 0,888 68,71
ai 0,106 8,96
¥ 1,623 8,26

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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Tabela 4.5: Oceny parametréw modeli dla cen miedzi - rozktad GED i t-Stud

| Model |Parametr| wartosé | t-st | LLF | AIC |
AR(0)-GARCH(1,1) m -0,000220 -1,05 | 10005,18 | -20000,36
GED w 4,22E-06 3,37
51 0,895 59,81
ai 0,089 6,95
v 1,395 31,73
AR(1)-GARCH(1,1) I -0,000270 -1,32 | 10022,41 | -20032,82
GED 1 -0,104 -5,66
w 4,05E-06 3,33
i 0,899 61,11
[e%1 0,0850 6,78
v 1,379 32,06
AR(0)-GJR-GARCH(1,1) I -0,000229 -1,08 | 10005,21 | -19998,43
GED w 4,12E-06 3,35
51 0,894 57,93
aq 0,087 6,41
oy 0,004 0,25
v 1,395 31,71
AR(1)-GJR-GARCH(1,1) [ 2,71E-04 | -1,27 | 10022,41 | -20030,82
GED b1 -0,104 -5,63
w 4,05E-06 3,17
51 0,899 54,48
ai 0,085 5,59
oy 0,0001 0
v 1,379 32,05
AR(0)-GARCH(1,1) I -0,000165 -0,82 | 10019,07 | -20028,14
STUD w 3,72E-06 3,28
i 0,903 64,19
[e%1 0,083 6,71
v 6,662 9,47
AR(1)-GARCH(1,1) m -0,000200 -0,99 | 10037,23 | -20062,46
STUD b1 -0,103 -6,06
w 3,54E-06 | 3,21
61 0,908 65,35
[e%1 0,079 6,47
v 6,344 9,77
AR(0)-GJR-GARCH(1,1) m -1,66E-04 -0,79 | 10019,07 | -20026,14
STUD w 3,72E-06 3,11
51 0,903 57,52
[e%1 0,083 5,96
ay 0,0001 0
v 6,662 9,45
AR(1)-GJR-GARCH(1,1) I -2,004E-04 | -0,96 | 10037,23 | -20060,45
STUD 1 -0,103 -6,04
w 3,54E-06 2,95
51 0,908 55,59
[e%1 0,0789 5,98
ay 0,0001 0
v 6,342 9,75

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Tabela 4.6: Statystyki K i AD dla cen miedzi

N(0,1) | t = St(0,1,v) | GED(0,1,v)
statystyka K | 0,03367 0,01746 0,02019
statystyka A-D | 0,16041 0,04516 0,05826

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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Rysunek 4.4: Wykres kwantyl-kwantyl dla rozktadu normalnego (ceny miedzi)

miedz
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kwantyle reszt modelu

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Rysunek 4.5: Wykres kwantyl-kwantyl dla rozktadu t-Studenta (ceny miedzi)

miedz
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Zrodlo: opracowanie wlasne.

Rysunek 4.6: Wykres kwantyl-kwantyl dla rozktadu GED (ceny miedzi)

miedz
6 T T T T T T
4t
."
4 . g
2%
a
]
3 2r 1
T
S
=
N
o
[ 1
2
2
€
:
£ -2r 1
+ +++ﬁﬁ*’
+ .
_af ® g
o
T
;"
-
6} - 1
.
=
~
."
8 . . . . . .
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6

kwantyle reszt modelu

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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4.1. Modelowanie zmiennosci

Analiza szeregu stop zwrotu z kursu dolara wykazata natomiast, ze:

e w szeregu nie wystepuje efekt autokorelacji rzedu pierwszego, parametr ¢; jest

nieistotnie r6zny od zera przy poziomie istotnosci 0,05,

e parametr u jest statystycznie rézny od zera, lecz jego wartos¢ jest bardzo bliska

zeru,
e nie wystepuje efekt dzwigni, parametr a; jest rowny zero,

e optymalng z punktu widzenia kryterium Akaike’a postacig modelu warunkowe;j
wariancji jest model GARCH(1,1).

Takze w tym przypadku znaczaca poprawe witasnosci modelu uzyskuje sie poprzez
wprowadzenia rozktadu warunkowego o grubszych ogonach niz dla rozktadu normal-

nego.

Ostatecznie najlepszym, z punktu widzenia kryterium Akaike’a okazal
si¢ model GARCH(1,1) z warunkowym rozkladem t-Studenta.
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4.1. Modelowanie zmiennosci

Tabela 4.7: Oceny parametréw modeli dla kursu dolara - rozktad normalny

| Model |Parametr| wartosé | t-st | LLF | AIC |
AR(0)-GARCH(0,0) m 0,000375 3,22 9493,16 | -18982,32
NORM w 0,000031 107,10
AR(1)-GARCH(0,0) m 0,000360 3,01 9494,72 | -18965,95
NORM b1 0,033 2,82
w 0,000031 107,23
AR(0)-GARCH(1,1) m 0,000288 2,76 9688,79 | -19369,59
NORM w 4,769E-06 10,63
51 0,669 26,14
ay 0,193 14,38
AR(0)-GARCH(2,1) m 0,000289 2,76 9688,79 | -19367,59
NORM w 4,73E-06 9,21
51 0,670 6,91
B2 0,01 0,01
ai 0,192 13,95
AR(1)-GARCH(1,1) I 0,000279 2,65 9689,77 | -19369,53
NORM b1 0,028 1,13
w 4,67E-06 10,16
61 0,672 25,92
ay 0,193 14,06
ARMA(1,1)-GARCH(1,1) I 0,000270 2,67 9689,77 | -19367,54
NORM b1 0,0616 4,95
01 -0,034 -2,72
w 4,64E-06 10,15
61 0,674 26,10
ay 0,191 14,05
MA(1)-GARCH(1,1) I 0,000291 2,71 9689,46 | -19368,93
NORM 01 0,028 1,12
w 4,63E-06 10,11
51 0,674 26,14
ai 0,192 14,09
AR(2)-GARCH(1,1) m 0,000279 2,64 9689,12 | -19366,24
NORM #1 0,028 1,12
P2 -0,0001 0
w 4,67E-06 10,01
51 0,672 25,94
ay 0,193 13,80
AR(0)-GJR-GARCH(1,1) m 0,000286 2,97 9688,79 | -19367,58
NORM w 4,73E-06 5,81
61 0,670 15,85
[e %1 0,192 7,44
ay 0 0
AR(1)-GJR-GARCH(1,1) m 0,000289 3,00 9689,08 | -19366,15
NORM b1 0,030 1,23
w 3,96E-06 5,76
81 0,707 18,57
ay 0,180 7,30
ag 0 0
GARCH-M(1,1) I 0,00105 2,32 9688,98 | -19367,56
NORM A -0,158 -1,73
w 4,84E-06 5,75
61 0,664 15,25
al 0,194 7,51
NARCH(1,1) m 0,000318 2,32 9690,04 | -19370,08
NORM w 4,09E-05 -1,73
61 0,723 5,75
ai 0,184 15,25
o' 1,554 7,51

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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4.1. Modelowanie zmiennosci

Tabela 4.8: Oceny parametréw modeli dla kursu dolara - rozktad GED i t-Stud

| Model |Parametr| wartosé | t-st | LLF | AIC |
AR(0)-GARCH(1,1) m 0,000312 3,42 9916,50 | -19822,99
GED w 1,60E-06 | 3,45
61 0,793 21,88
ai 0,167 5,69
v 1,134 | 31,47
AR(1)-GARCH(1,1) I 0,000328 7,94 | 9917,02 | -19822,03
GED b1 -0,020 -3,00
w 1,61E-06 | 3,47
61 0,793 21,87
ay 0,167 5,70
v 1,131 31,55
AR(0)-GJR-GARCH(1,1) I 0,000311 3,47 | 9916,49 | -19820,98
GED w 1,60E-06 | 3,46
51 0,793 22,04
ai 0,167 5,91
oy 0,0001 0
v 1,134 31,70
AR(1)-GJR-GARCH(1,1) m 0,000328 8,51 9917,01 | -19820,02
GED b1 -0,020 -2,96
w 1,61E-06 | 3,46
51 0,793 21,71
ai 0,167 5,34
oy 0,0001 0
v 1,131 31,26
AR(0)-GARCH(1,1) I 0,000389 5,05 9956,36 | -19902,71
STUD w 1,06E-06 | 3,47
61 0,824 29,33
ay 0,152 5,96
v 4,937 10,58
AR(1)-GARCH(1,1) m 0,000393 5,07 | 9956,45 | -19900,90
STUD b1 -0,009 -0,44
w 1,06E-06 | 3,48
61 0,824 29,39
ay 0,152 5,96
v 4,922 10,58
AR(0)-GJR-GARCH(1,1) m 0,000389 5,13 9956,35 | -19900,70
STUD w 1,06E-06 | 3,47
51 0,824 29,37
ay 0,152 7,00
oy 0,0001 0
v 4,934 10,78
AR(1)-GJR-GARCH(1,1) I 0,000392 5,06 9956,45 | -19898,89
STUD b1 -0,009 -0,43
w 1,06E-06 | 3,47
51 0,824 29,36
ay 0,1519 5,82
oy 0,0001 0
v 4,922 10,55

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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4.1. Modelowanie zmiennosci

Tabela 4.9: Statystyki K i AD dla kursu dolara

N(0,1) | t = St(0,1,v) | GED(0,1,v)
statystyka K-S | 0,05901 0,01564 0,02059
statystyka A-D | 0,21373 0,03129 0,05397

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Rysunek 4.7: Wykres kwantyl-kwantyl dla rozktadu normalnego (kurs dolara)
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Zrédlo: opracowanie wlasne.

Rysunek 4.8: Wykres kwantyl-kwantyl dla rozktadu t-Studenta (kurs dolara)
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Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Rysunek 4.9: Wykres kwantyl-kwantyl dla rozktadu GED (kurs dolara)
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Zrédlo: opracowanie wlasne.

4.2. Prognozy zmiennos$ci - modele szeregéw

czasowych

Podrozdziat ten poswigcony zostal zbadaniu mozliwosci prognozowania zmienno-
sci stop zwrotu indeksu WIG, dolara oraz miedzi w kolejnych miesiacach kalendarzo-
wych za pomoca technik wykorzystujacych modele szeregéw czasowych zaprezento-
wanych w rozdziale 3.

Celem rozdziatu jest odpowiedZ na pytanie, ktéra z omdéwionych w rodziale 3
technik przynosita najlepsze wyniki (jest obarczona najmniejszym bledem $rednim
ex post).

Badaniem objetych zostaly zmiennosci z 90 miesiecy z okresu od maja 1995 do
pazdziernika 2002 roku. Proba podzielona zostata na czes¢ ,uczaca’, w obrebie ktorej
dobierane byty parametry niektérych technik prognozy oraz na czes¢ ,testowa”, na
ktorej badana byta skutecznosé poszczegdlnych technik. Préoba uczaca” obejmowata
30 miesiecy z okresu od maja 1995 do pazdziernika 1997, natomiast préba ,testowa”
obejmowata pozostate 60 miesiecy z okresu od listopada 1997 do pazdziernika 2002

roku. Dla kazdego z instrumentéw wyznaczono prognozy w oparciu o pie¢ podejsc.

e Osobno badano techniki prognozowania uwzgledniajace, ze w procesie formuto-
wania prognozy wykorzystuje sie wiedze o przesztych zrealizowanych odchyle-
niach standardowych stop zwrotu oraz o przesztych zrealizowanych wariancjach.
Ma to na celu odpowiedz na pytanie, ktore z podejs¢ zapewnia lepsze prognozy

w odniesieniu do rozpatrywanych instrumentéw. W literaturze przedmiotu kwe-
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stia ta pozostaje nierozstrzygnieta i r6zni autorzy wybieraja raz jedno, raz dru-

gie podejscie.

W ramach kazdego z zasygnalizowanych powyzej rozwigzan, pomiar wariancji
lub odchylenia standardowego w kolejnym miesigcu dokonywany bedzie w opar-
ciu o wzér (1.3) lub wzor (1.5). Wzor (1.5) zaktada, ze parametr $redniej stopy
zwrotu wynosi dla krotkich horyzontéw zero. Podejécie to powinno poprawiac
jako$¢ pomiaru zmiennosci, a tym samym jakos¢ prognoz. Dla niewielkiej liczby
obserwacji, jakimi dysponuje si¢ w przypadku wyznaczania zmiennosci dla ko-
lejnych miesiecy kalendarzowych w oparciu o jednodniowe stopy zwrotu, poje-
dyncze nietypowe obserwacje moga wnosi¢ duzy btad do oszacowanej sredniej.
Btad ten przektada si¢ nastepnie na btad pomiaru zmiennosci, a w dalszej ko-

lejnosci na jakos$¢ prognoz.

Ostatnie, piate podejscie wykorzystuje do tworzenia prognoz modele zawarte
w modelu AR(1)-GJR-GARCH(1,1). Sprawdzono réwniez, czy lepszych pro-
gnoz zmiennoéci nie uzyskuje sie w przypadku wykorzystania informacji o dtu-
goterminowej wariancji bezwarunkowej procesu wynikajacej z danego modelu

z warunkowa wartoscig oczekiwang oraz warunkowa wariancja.

Dla kazdego z podejs¢ dokonano przeliczenia prognozy zmiennosci na okres roczny,

w celu dostosowania wyniku do podejscia znanego z wyceny opcji, gdzie zmiennosé

podaje sie w skali roku. Odpowiednie przeskalowanie nie ma oczywidcie wptywu na

ocene, ktoéra z prezentowanych technik okazata sie najlepsza.

Podsumowujac, rozpatrywane byty prognozy odchylenia standardowego stop zwro-

tu oparte na modelach GARCH oraz na czterech przypadkach konstrukeji prognoz

dla statego parametru zmiennosci w miesigcu, a mianowicie na:

przetwarzaniu informacji o zrealizowanych wariancjach liczonych ze wzoru ze $red-
nia,

przetwarzaniu informacji o zrealizowanych wariancjach liczonych ze wzoru bez
sredniej,

przetwarzaniu informacji o zrealizowanych odchyleniach standardowych liczonych
ze wzoru ze Srednig,

przetwarzaniu informacji o zrealizowanych odchyleniach standardowych liczonych

ze wzoru bez Sredniej.

W ramach kazdego z podej$¢ wyznaczone zostaly prognozy w oparciu o techniki

omoéwione w rozdziale 3.2.1. W przypadku prognoz opartych na $rednich ruchomych,
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analizowano srednie z 3, 5 i 12 ostatnich miesiecy. Wazona $rednia ruchoma wyzna-
czana byla na podstawie informacji o 3 ostatnich miesigcach, przy czym w ramach
procedury ,postarzania informacji” przyjeto subiektywnie nastepujacy zestaw wag
[0,5; 0,3; 0,2]. W przypadku wygtadzania wykladniczego oraz $redniej ruchomej wy-
gtadzanej wyktadniczo, rozpatrywano dwie wartosci parametru A. Pierwsza, ktora
minimalizowata btad RMSE wewnatrz proby ,uczacej” oraz druga, zaproponowana
przez bank J.P. Morgan na poziomie 0,94. Parametry w technikach opartych na au-

toregresji wyznaczane byly na podstawie 30 ostatnich miesiecy.

Dla kazdego z instrumentow oraz kazdego analizowanego podejscia, wyznaczono
btedy prognoz oraz parametry umozliwiajace ocene efektywnosci prognoz. Wyniki

przedstawione zostaty w tabelach 4.10-4.12.
Na podstawie uzyskanych wynikéw mozna wyciagna¢ nastepujace spostrzezenia.

Dla prognoz zmiennosci indeksu WIG w kolejnych miesiacach:

e mniejsze btedy ex post prognoz otrzymano dla technik opartych na prze-
twarzaniu informacji o zrealizowanych w przesztych miesigcach odchyle-
niach standardowych,

e mniejsze bledy ex post prognoz otrzymano na podstawie wzorow, w kto-
rych pomiar zrealizowanej zmiennosci odbywat si¢ przy zalozeniu, ze war-
tos¢ oczekiwana jednodniowych stop zwrotu wynosi zero (wniosek ten jest
potwierdzeniem wyniku uzyskanego w poprzednim podrozdziale),

e prognozy uzyskiwane w oparciu o modele klasy GARCH nie okazaly sie
lepsze (o mniejszym bledzie ex post) niz niektére proste techniki progno-
zowania. Prognozy oparte na dtugoterminowych srednich wariancjach wy-
nikajacych z modeli GARCH (oznaczane jako VGARCH, VARGARCH,
VGJR i VARGJR) sa obarczone najwiekszymi bltedami ez post, co dowo-
dzi, ze uwzglednianie zmian w poziomie zmiennosci, na przyktad powrotu
do $redniej prowadzi do poprawienia jakosci prognoz,

e krotkoterminowe Srednie ruchome okazaty sie lepsze od dtugoterminowych,

e wazona srednia ruchoma WMA uwzgledniajaca efekt postarzania infor-
macji okazata si¢ lepsza niz model zwyklej krotkoterminowej sredniej ru-
chomej,

e zaréwno dla wygladzania wyktadniczego, jak i dla wazonej wyktadniczo

sredniej ruchomej, uzyskano lepsze prognozy w przypadku zastosowania
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parametru wygtadzania (), ktéry minimalizowal btedy prognoz w obrebie
proby uczacej (prognozy ES1 1 EWMAL), niz w przypadku zastosowania
zalecanej w metodologii RiskMetrics wartosci 0,94. Optymalne wspotezyn-
niki uzyskane na podstawie proby uczacej byty nizsze niz 0,5,

e modele autoregresji rzedu pierwszego okazaty sie lepsze niz modele rzedu
trzeciego,

e w przypadku technik opartych na wariancji oraz modelach GARCH na-
stepuje czesciej niedoszacowanie niz przeszacowanie zmienno$ci, o czym
swiadcza wieksze wartosci btedow MMEU niz MMEO. W przypadku tech-

nik opartych na odchyleniu standardowym, efekt ten jest stabszy.

Ostatecznie zaleci¢ mozna dokonywanie prognoz zmiennosci dla kolejnych mie-
siecy na podstawie technik opartych na zrealizowanym odchyleniu standardowym
wyznaczanym na podstawie wzoru bez sredniej. Najmniejsze Srednie btedy prognoz
otrzymano dla techniki MA(3) i WMA. Zblizone wartosci btedéw MMEO oraz MMEU
sSwiadcza o tym, ze te dwie proponowane techniki w przesztosci nie powodowaty sys-

tematycznego zawyzania ani zanizania zmiennosci.

Dla prognoz zmiennoéci cen miedzi uzyskano zblizone wtasnosci poszczegdlnych
technik prognozowania jak dla prognoz zmiennosci dla indeksu WIG. Jedyng zna-
czaca roznicy jest fakt, iz brak jest roznicy, czy wyznaczamy zmiennosé na podstawie
wzoréw ze $rednig lub bez.

Ostatecznie w przypadku prognozowania zmiennosci stép zwrotu dla kurséw mie-
dzi w kolejnych miesiacach zaproponowaé nalezatoby wykorzystywanie techniki MA(3)
lub WMA.

Do odmiennych wnioskéw prowadza wyniki badan nad prognozowaniem zmien-
nosci stop zwrotu dla kursu dolara. W tym przypadku najlepsza technika prognozo-
wania okazalta sie technika oparta na modelu GARCH(1,1). Podejscie to przewyzsza
znacznie wszystkie pozostate analizowane techniki. Zblizona wartos¢ btedow asyme-
trycznych MMEO i MMEU, przy najnizszym poziomie btedéw asymetrycznych jest
rowniez zaleta tej techniki $wiadczaca, iz w okresie ostatnich 60 miesigcy nie naste-

powato systematyczne przeszacowanie lub niedoszacowanie parametru zmiennosci.

Najwyzszg efektywnosé prognoz mierzona wspoétezynnikiem R? regresji danej wzo-

rem (3.70) uzyskano dla prognoz zmiennosci indeksu WIG. Najlepsze techniki prognoz
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ttumacza okoto w 30% zrealizowang zmienno$¢ w kolejnych miesigcach. Efektywnosé
prognoz dla zmiennosci cen miedzi jest znacznie nizsza i wspotczynnik R? wynosi dla
najlepszych technik okoto 13-15%. Wspotczynnik R? dla prognoz zmiennosci kursow
dolara jest dla modelu GARCH bliski jedynie 5%. Dla pozostalych technik jest on

praktycznie bliski zeru.
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Tabela 4.10: Oceny prognoz zmiennoéci indeksu WIG
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Tabela 4.11: Oceny prognoz zmienno$ci kursu dolara
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Tabela 4.12: Oceny prognoz zmiennosci cen miedzi
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4.3. Prognozy zmiennosci - zmienno$¢ implikowana

Odmienna koncepcja prognozowania zmiennosci jest metoda oparta na analizie
oczekiwan rynku oraz znajomosci poprawnej formuty wyceny opcji. Ponizej przed-
stawione zostana wyniki badan dotyczace przydatnosci tej metody w prognozowa-
niu przyszlej, nieznanej wartosci zmiennosci warszawskiego indeksu WIG20. Badanie
oparte zostato na notowaniach warrantow na WIG20 emitowanych przez BRE BANK
S.A. oraz Centralny Dom Maklerski Pekao S.A.

Co prawda trudno uznaé, ze rynek polski spetnia zatozenia modelu Blacka-Scholesa
oraz jest rynkiem pltynnym i efektywnym, niemniej moze wystepowaé sytuacja, iz
mimo niespetnienia tych warunkéw, zmiennosé implikowana jest dobra prognoza. Ce-
lem przyktadu jest odpowiedZ na pytanie, czy mozliwe jest w warunkach polskich
prognozowanie zmiennosci wartosci indeksu WIG20 na kolejny miesigc oraz na trzy
kolejne miesiace na podstawie zmiennosci implikowanej warrantéw na WIG20 notowa-
nych na GPW. Warranty na WIG20 zadebiutowaly na GPW w dniu 20 pazdziernika
1999. Badanie objeto 23 punkty czasowe (pierwsze dni sesyjne kolejnych miesiecy po-
czawszy od 2-11-1999 az do 3-09-2001), dla ktérych wyznaczone zostaly zmiennosci
implikowane dla notowanych w tych dniach warrantéw kupna i sprzedazy na WIG20
oraz wyznaczone zostaly taczne oszacowania zmiennosci. Zmiennosci implikowane wy-
znaczane byly na podstawie wzoréw (3.40)-(3.42), bedacych zaproponowanym przez
D. Frencha uogélnieniem klasycznego modelu Blacka-Scholesa (uwzgledniajacym fakt,
ze zmiennos¢ jest zazwyczaj wigksza w dniach transakcyjnych niz nietransakcyjnych,
co prowadzi do odmiennego uwzgledniania dni trasakcyjnych i nietransakcyjnych).
Zaproponowana modyfikacja ma wplyw na szacowanie zmienno$ci implikowanej war-
rantow szczegdlnie o krotkim terminie do wygasniecia.

Dla uproszczenia zatozono, ze stopa dywidendy ¢ spoétek wchodzacych w sktad
indeksu WIG20 wynosi zero. Jako oszacowanie stopy wolnej od ryzyka przyjeto ren-
townos¢ 13-tygodniowych bonéw skarbowych ($redni czas do wykupu dla analizowa-
nych warrantéw). W przypadku, gdy liczba transakcji (umozliwiajacych wyznaczenie
zmiennosci implikowanej) w rozpatrywanym dniu byla niewielka, do analiz wtaczano
notowania warrantow z dnia wczesniejszego lub dwoch dni wezedniejszych, co jest
zgodne z prezentowanym w rozdziale 3 podejéciem wyznaczania parametru tacznej
zmiennosci implikowanej na podstawie cen warrantow zaréowno z dnia formutowa-
nia prognozy, jak i kilku wczesniejszych. Lacznie w badaniu uwzgledniono 501

transakcji na warrantach ($rednio 22 transakcje dla kazdego z punktéw
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formulowania prognozy). Poniewaz w wielu przypadkach cena warrantu noto-
wana w danym dniu znajdowalta sie poza gérng lub dolna teoretyczna granica ceny,
nie byto mozliwoéci wyznaczenia parametru zmiennosci implikowanej (otrzymywano
ujemng zmiennosé¢ implikowana). Sytuacja taka wystapita w przypadku 105 trans-
akcji. W tabeli 4.15 sytuacja taka zasygnalizowana zostala przez wpisanie w odpo-
wiednich kolumnach znakéw , XXXX”. Ostatecznie prognozy zmienno$ci wyznaczane
byty na podstawie 396 transakcji dla 31 réznych serii warrantéw. Wyznaczone zostaty
wartosci parametréw vega oraz elastycznosci dla poszezegélnych warrantow. Wyzna-
czony zostal rowniez wspotczynnik moneyness informujacy o tym, czy dana opcja jest
in-the-money, at-the-money, czy out-of-the-money. Przyktadowe wyniki posrednie dla
jednego z dni formutowania prognozy przedstawiono w tabeli 4.15.

Dla kazdego z 23 rozpatrywanych punktéw czasu wyznaczono prognozy zmienno-
Sci w postaci odpowiednio oszacowanych tacznych parametréw zmiennosci implikowa-
nej. Wyniki przedstawione zostaty w tabeli 4.16. Wykorzystano nastepujace metody:
ST - wzor (3.51), mLR - wzor (3.54), CM - wzor (3.57), ATM - za prognoze przyjmo-
wano zmienno$¢ implikowana dla warrantu bedacego najblizej at-the-money. Ostatnie
dwa wiersze, to zmiennosci zrealizowane w rzeczywisto$ci w okresie 1 i 3 miesiecy od
dnia prognozy. Jakos¢ prognoz oszacowana zostata na podstawie symetrycznych i nie-
symetrycznych btedéw prognoz.

Odpowiednie btedy oraz miary efektywnosci prognoz zmiennosci na podstawie
powyzszych metod dla okresu 1 i 3 miesiecy przedstawiaja tabela 4.13 i tabela 4.14.
Na podstawie uzyskanych wynikéw mozemy stwierdzi¢, najlepsze wyniki prognoz uzy-
skano na podstawie wzoru Chirasa i Manastera. W tym przypadku prognoza wyjasnia
okoto 28% zmian poziomu zmiennosci w analizowanych miesigcach, a btedy prognoz
sg najmniejsze. Zmiennosci implikowane we wszystkich przypadkach przewyzszaja
wartosci zmiennosci rzeczywiscie zrelizowanej w przysztosci. Srednio zmiennosé im-
plikowana jest o 70% wieksza niz zrealizowana. Oznacza to, ze ceny warrantow sa
wyzsze niz wynikatoby to z modelu teoretycznego. Dla metody wykorzystujacej zmo-
dyfikowany wzor Latane i Rendlemana uzyskano poréwnywalne wartosci btedéw ez
post. Uzyskane dla tej metody R? jest wyzsze niz dla metody CM, ale réwniez wyzsze
sa btedy prognoz. Obydwie metody ,usredniaja”’ zmiennosci implikowanych zmien-
nosci naktadajac wieksze wagi dla zmiennosci uzyskanych dla warrantow bedacych
at-the-money. Gorsze wyniki uzyskano dla prognoz wynikajacych z metody ST (réwne
wagi dla wszystkich warrantéw) oraz dla metody ATM uwzgledniajacej tylko warrant,

dla ktorego wartos¢ wspotczynnika moneyness jest najblizsza zeru. Prognozy dla ho-
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4.3. Prognozy zmienno$ci - zmiennos$¢ implikowana

ryzontu 3 miesiecy obarczone byly wiekszym btedem ex post niz dla horyzontu 1
miesigca. Uzyskany wspotezynnik efektywnosci prognoz w oparciu o zmiennosci im-

plikowane jest wyzszy niz dla prognoz uzyskanych metoda historyczng.

Tabela 4.13: Btedy prognoz zmiennosci implikowanej dla horyzontu 1 miesigca

| IM [RMSE | MAE | MMEU | MMEO || o | 8 | R* |
ST | 25,39 | 22,16 | 22,91 | 4448 [ 18,03 0,2337 | 0,2788
mLR | 25,13 | 21,97 | 22,69 | 44,43 || 17,46 | 0,2455 | 0,3037
CM | 24,33 | 19,95 | 19,95 | 41,04 | 18,98 | 0,2231 | 0,2862
ATM | 26,47 | 21,78 | 23,56 | 42,35 | 22,68 | 0,1480 | 0,1609

7r6édlo: obliczenia whasne.

Tabela 4.14: Btedy prognoz zmiennosci implikowanej dla horyzontu 3 miesigcy

| 3M |RMSE | MAE [ MMEU | MMEO || o« | B8 [ R® |
ST | 25,32 | 21,55 | 2247 | 43,76 | 25,23 | 0,1136 | 0,1118
mLR | 25,11 | 21,36 | 22,26 | 43,53 || 24,96 | 0,1191 | 0,1214
CM | 02418 | 19,29 | 19,95 | 40,49 || 24,58 | 0,1306 | 0,1663
ATM | 27,37 | 21,91 | 24,57 | 41,20 | 31,49 | -0,0072 | 0,0007

Zrbdlo: obliczenia wlasne.
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Tabela 4.15: Zmiennosci implikowane dla poszczegdlnych warrantéw (prognoza na dzieni 01-06-2001)

Warrant Data Data | Dni Dni | Godz. | WIG20 X T T> | ¢/p | Cena | Moneyn. | Zmienn. Vega Elast. | Wol.
wykon. | ses. | kalen. implik.
W20F140CDM | 2001-05-31 | 2001-06-15 | 12 15 | 13:02 | 1456,83 | 140 | 0,0476 | 0,0411 1 8,4 0,0464 | 0,3643 | 9,8482 | 0,4279 93
W20G140CDM | 2001-05-31 | 2001-07-18 | 35 48 | 13:03 | 1457,80 | 140 | 0,1389 | 0,1315 1 12 0,0615 | 0,3277 | 18,1481 | 0,4962 69
W20G140CDM | 2001-05-31 | 2001-07-18 | 35 48 | 13:07 | 1458,64 | 140 | 0,1389 | 0,1315 1 12 0,0621 | 0,3244 | 18,0599 | 0,4888 69
W20R140BRE | 2001-05-31 | 2001-06-15 | 12 15 | 10:00 | 1442,13 | 140 | 0,0476 | 0,0411 0 25 | -0,0362 | 03914 | 10,6923 | 1,6755 1
W20R140BRE | 2001-05-31 | 2001-06-15 | 12 15 | 10:05 | 1436,31 | 140 | 0,0476 | 0,0411 0 2,5 | -0,0322 | 0,3741 | 10,8148 | 1,6195 | 499
W20R180BRE | 2001-05-31 | 2001-06-15 | 12 15 | 11:00 | 1449,77 | 180 | 0,0476 | 0,0411 0 33 0,2098 | XXXX | XXXX | XXXX 13
W20R180BRE | 2001-05-31 | 2001-06-15 | 12 15 | 14:07 | 1461,86 | 180 | 0,0476 | 0,0411 0 34 0,2015 | 0,7796 | 6,2488 | 0,1444 10
W20U150BRE | 2001-05-31 | 2001-09-21 | 82 113 | 13:48 | 1460,49 | 150 | 0,3254 | 0,3096 0 15 | -0,0228 | 0,5131 | 32,0188 | 1,0952 98
W20F150BRE | 2001-06-01 | 2001-06-15 | 11 14 | 11:06 | 1455,10 | 150 | 0,0437 | 0,0384 1 3| -0,0243 | 10,3901 | 11,1402 | 1,4494 | 200
W20G140CDM | 2001-06-01 | 2001-07-18 | 34 47 | 14:43 | 1460,21 | 150 | 0,1349 | 0,1288 1 12 | -0,0063 | 05901 | 21,0176 | 1,0335 62
W20R140BRE | 2001-06-01 | 2001-06-15 | 11 14 | 11:06 | 1455,10 | 140 | 0,0437 | 0,0384 0 1,2 | -0,0447 | 10,3095 | 8,6872 | 2,2467 | 409
W20R140BRE | 2001-06-01 | 2001-06-15 | 11 14 | 14:07 | 1452,16 | 140 | 0,0437 | 0,0384 0 2| -0,0427 | 0,3881 | 9,6902 | 1,8831 | 500
W20R180BRE | 2001-06-01 | 2001-06-15 | 11 14 | 14:06 | 1452,24 | 180 | 0,0437 | 0,0384 0| 335 0,2085 | XXXX | XXXX | XXXX 37
W20R180BRE | 2001-06-01 | 2001-06-15 | 11 14 | 14:17 | 1451,45 | 180 | 0,0437 | 0,0384 0 32 0,2091 | XXXX | XXXX | XXXX 10
W20R180BRE | 2001-06-01 | 2001-06-15 | 11 14 | 14:44 | 1460,58 | 180 | 0,0437 | 0,0384 0 32 0,2028 | XXXX | XXXX | XXXX 10
W20U150BRE | 2001-06-01 | 2001-09-21 | 81 112 | 14:45 | 1458,96 | 150 | 0,3214 | 0,3068 0 13| -0,0213 | 0,4505 | 31,8730 | 1,1046 50
Zrodto: obliczenia wtasne.
Tabela 4.16: Wartosci zmiennosci implikowanych i zrealizowanych dla horyzontu 1 i 3 miesiecy.

mies. ‘ 11 ‘ 12 ‘ 01 ‘ 02 ‘ 03 ‘ 04 ‘ 05 ‘ 06 ‘ o7 ‘ 08 ‘ 09 ‘ 10 ‘ 11 ‘ 12 ‘ 01 ‘ 02 ‘ 03 ‘ 04 ‘ 05 ‘ 06 ‘ o7 ‘ 08 ‘ 09

1999 1999 2000 2000 2000 2000 2000 2000 2000 2000 2000 2000 2000 2000 2001 2001 2001 2001 2001 2001 2001 2001 2001
ST 22,26 45,60 49,67 62,01 108,66 71,74 63,28 61,00 49,32 48,27 46,60 43,56 53,57 46,08 45,83 40,76 50,79 52,53 47,53 43,36 38,81 48,71 53,44
mLR 22,86 42,18 52,08 63,55 108,68 70,57 62,85 59,51 48,98 47,57 42,10 43,78 52,30 47,52 45,71 40,83 52,07 51,11 47,91 43,82 41,84 50,65 51,68
CcM 27,82 | 52,73 | 53,05 | 67,85 | 108,62| 74,02 | 59,82 | 61,06 | 50,82 | 48,59 | 42,48 | 44,20 | 50,43 | 42,67 | 46,77 | 42,45 | 32,21 | 43,84 | 45,70 | 40,34 | 34,45 | 40,23 | 42,27
ATM 18,64 49,09 46,20 30,37 111,38( 71,39 78,41 68,91 54,24 43,63 36,86 43,38 54,20 45,96 43,18 43,41 51,43 39,93 47,83 59,01 52,17 29,43 42,80
1M 27,24 29,08 39,55 38,17 43,45 41,90 34,86 24,39 16,20 23,67 26,69 39,34 33,42 25,89 23,01 28,11 31,77 29,08 24,85 24,56 34,33 24,09 30,04
3M 31,39 | 35,26 | 38,67 | 43,00 | 41,13 | 34,18 | 25,13 | 21,58 | 22,07 | 30,85 | 34,15 | 33,86 | 27,94 | 27,24 | 27,94 | 30,18 | 29,29 | 27,53 | 28,96 | 28,38 | 30,28 | 32,94 | 33,90

Zrodlo: obliczenia wlasne.
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4.4. Szacowanie miary VaR

4.4. Szacowanie miary VaR

Zgodnie z tym, co zostalo zaprezentowane w rozdziale 1, jedng z grup pomiaru ry-
zyka stanowia miary zagrozenia, z ktorych najpopularniejsza pozostaje Value at Risk.
U podstaw rozwazan o miarach zagrozenia (przy podejsciu opartym na wariancji-
kowariancji, badZ na symulacji Monte Carlo) (por. Jorion (2001)) znajduje sie dysku-
sja o modelach opisujacych szereg cen lub szereg stop zwrotu. W niniejszym podroz-
dziale zaprezentowane zostanie podejscie do pomiaru VaR wykorzystujace modele z
warunkows wartoscig oczekiwang oraz z warunkows wariancja. Celem jest wykazanie
przydatnosci tych modeli w szacowaniu VaR.

Zwiazek pomiedzy miarg VaR i modelami szeregow stop zwrotu zaprezentowany
zostal w podrozdziale 1.5.2.

Analizie poddany zostal model VaR dla indeksu WIG z okresu od 03-10-1994
(dzien wprowadzenia pieciosesyjnego tygodnia na GPW) do 05-10-2001 (préba o dtu-
gosci 1750 obserwacji). Probe testowa stanowito ostatnich 750 obserwacji, natomiast
poczatkowe 1000 obserwacji stuzyto estymacji parametrow.

Jako modele szeregu stép zwrotu wybrano modele zagniezdzone w modelu AR(1)-
GARCH(1,1). Ze wzgledu na to, ze parametry modelu estymowane byty jedynie na
podstawie 1000 obserwacji, zrezygnowano z modelowania ,efektu dzwigni”. Uwzgled-
niono natomiast dwa efekty o najsilniejszym wplywie, a mianowicie efekt autoko-
relacji oraz efekt skupiania danych, Pelna posta¢ wymagata i tak wyznaczenia 5
parametrow modelu. Odpowiednie testy efektu autokorelacji oraz GARCH, uzasad-
niajace wybor klasy modelu, zaprezentowane zostaly w pracy Pionteka (por. Piontek
(2001)).

Poniewaz weryfikacja modelu VaR sprowadza sie do analizy informacji o prze-
kroczeniach wielkosci VaR, moze zosta¢ dokonana takze na podstawie odpowiedniego

modelu stép zwrotu (por. podrozdzial 1.5.2.). Badaniu podlega wtedy réwnosé:

P (Tt < g+ \/hitF_l(oz)> = q, (4.4)

gdzie:

ry - stopa zwrotu z okresu bedacego horyzontem pomiaru VaR,

1y - warunkowa wartos¢ oczekiwana dla horyzontu, dla ktérego liczona jest VaR,

hy - warunkowa wariancja stop zwrotu dla horyzontu, dla ktorego liczona jest VaR,
F~(a) - kwantyl odpowiadajacy prawdopodobienstwu « dla przyjetego standaryzo-

wanego rozktadu warunkowego stop zwrotu.
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4.4. Szacowanie miary VaR

W analizowanym przypadku przyjeto, ze warunkowym rozktadem jest najczesciej
wykorzystywany rozktad normalny N(0,1). Dla standardowych pozioméw tolerancji
VaR uzyskuje si¢ nastepujace wartosci kwantyli F71(0,05)=-1,65 oraz
F~10,01)=-2,33.

Na rysunku 4.10 przedstawiono liczbe oraz rozmieszczenie w czasie przekroczen
dziennej wartosci VaR dla poszczegdlnych modeli dla poziomu tolerancji 0,05. Ba-
danie przeprowadzono na probie testowej o dltugosci 750 stop zwrotu. Dla kazdego
dnia dokonywano ponownej estymacji modelu na podstawie ostatnich 1000 obserwa-
cji. Wyznaczano warunkowg wariancje oraz warunkows oczekiwana stope zwrotu, a
nastepnie sprawdzano, czy 7, < i, —1, 65v/h;. Jedli tak, to w danym dniu strata prze-
kraczata VaR przy poziomie tolerancji 0,05 . Jedynie dla modelu AR (0)-GARCH(0,0)
prognoza stopy zwrotu w kolejnym dniu oraz prognoza odchylenia standardowego do-
konywana byta na podstawie ostatnich 150 obserwacji. Okno o szerokosci 150 obser-
wacji dobrane zostato eksperymentalnie, aby dla proby uczacej otrzymac jak najlepsze
oszacowanie VaR. Oczekiwana liczba przekroczen wartosci VaR dla danej dtugosci
proby oraz poziomu tolerancji VaR wynosita 37.5.

Przekroczenie przez strate wartosci VaR przedstawione zostato na ponizszych ry-
sunkach przez pionowy prazek.

Nastepnie dokonano weryfikacji jakosci modeli VaR. Testowanie wsteczne modelu
(backtesting) jest niezbedna procedura, aby stwierdzi¢, czy mozna stosowaé w prak-
tyce dany model. Testu dokonuje podmiot, ktory wdraza dany model. Od wyniku
testu zalezy réwniez odpowiedni mnoznik przy obliczaniu minimalnych wymogow
kapitatowych dla bankéw zgodnie z rozporzadzeniami Komitetu Bazylejskiego. In-
stytucja wdrazajaca swoj wewnetrzny system VaR zainteresowana powinna wiec by¢
takim wyborem modelu, aby sprawdzat sie jak najlepiej. Odpowiedzi na pytania, czy
dany model w sposéb wystarczajaco dobry mierzy ryzyko udzielaja odpowiednie te-
sty. Najprostszym testem jest test liczby przekroczen (failure test) (por. Hass (2001)).
Dla danej wielko$ci proby teoretyczna liczba przekroczen N ma rozktad dwumianowy.
Odpowiednig statystyke testows zaproponowal w 1995 roku Kupiec. Ma ona postac:

LR,.=—2In[(1—p)" "p"] + 21n{ [1 — <5)TN (%)N} : (4.5)

T

gdzie:
N - liczba przekroczen VaR,
T - dlugo$¢ proby testowej,
p - przyjety poziom tolerancji VaR.
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4.4. Szacowanie miary VaR

Statystyka LR,. ma rozktad asymptotyczny x? z jednym stopniem swobody.

Rysunek 4.10: Przekroczenia VaR dla modeli zawierajacych sie w modelu AR(1)-
GARCH(1,1)

Dla T=750, poziomu tolerancji VaR 0,05 oraz poziomu istotnosci testu 0,05, liczba
przekroczen wyznaczajaca obszar niekrytyczny (przyjecia hipotezy o poprawnosci mo-
delu) wynosi 27 < N < 49 wobec wartosci oczekiwanej liczby przekroczen wynoszacej
37,5. Test liczby przekroczen nie jest jedynym testem, ktéremu nalezy poddaé weryfi-
kowany model. Trudno zgodzi¢ si¢, ze model jest poprawny jesli rzeczywiscie w ciggu
750 testowanych dni, liczba przekroczen wynosi 37 lub 38, ale 15 przekroczen wysta-
pito w ciggu ostatniego miesiaca. Do testu liczby przekroczen nalezy dotaczy¢ test
sprawdzajacy, czy przekroczenia sa niezalezne w czasie. Opracowano rézne takie testy,
ale najwicksza popularnosé zdobyt test niezaleznosci przekroczen Kupca LR;,q oparty
na dwoch testach - tescie do pierwszego przekroczenia ( Time until First Failure Test)

oraz tescie czasu pomiedzy kolejnymi przekroczeniami (Time between Failures Test)
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4.4. Szacowanie miary VaR

dany wzorem (por. Hass (2001)):

LRy — —om (202" 5 —_p)yﬂ 4
VT AT +,z: pi(L=p)t) )’ (46)
1
5o L 4.
b= (4.7)
gdzie:

vy - czas w dniach do pierwszego przekroczenia,

v; - czas w dniach pomiedzy (i — 1)-ym i i-tym przekroczeniem.
Statystyka LR;,q ma rozklad asymptotyczny x? z N stopniami swobody. Poniewaz
statystyki LR,. oraz LR;,; sa niezalezne, zaproponowano réwniez test mieszany
LR,,;, uwzgledniajacy zaréwno liczbe przekroczen oraz czas pomiedzy przekrocze-

niami:

Ponizej w tabeli 4.17 przedstawiono wyniki testéw dla poszczegolnych modeli przy

zalozeniu, ze hipotezy testowane sg przy poziomie istotnosci 0,05.

Tabela 4.17: Wyniki testow wstecznych modeli VaR

AR(0)-GARCH(0,1) | AR(1)-GARCH(0,0) | AR(0)-GARCH(1,1) | AR(1)-GARCH(1,1)
LR cv LR cv LR cv LR cv
LR, | 0,792 | 38415 | 34148 | 3,8415 |0,0639 | 3,8415 | 0,0070 | 3,8415
LRing | 59,684 | 49,802 | 52,226 | 40,113 | 28,199 | 50,998 | 33,609 | 53,384
LRymis | 59,864 | 50,998 | 55,641 | 41,337 | 28263 | 52,192 | 33,616 | 54,384

Zrodlo: obliczenia wlasne.

gdzie:

LR - uzyskana wartos¢ statystyki testowej dla danego modelu,

cv

- wartos$¢ krytyczna testu dla poziomu istotnosci 0,05.

Zaznaczone zostaly wyniki, stanowiace podstawe do odrzucenia hipotezy o popraw-

nosci modelu.

Na podstawie uzyskanych wynikéw mozna stwierdzi¢, ze dla zadnego modelu nie
ma podstaw do odrzucenia go ze wzgledu na liczbe przekroczen, jednak testy nieza-

leznodci nakazuja odrzucenie modeli nie uwzgledniajacych efektu GARCH.
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Najlepsze wyniki uzyskano dla modelu AR(1()-GARCH(1,1), ktéry
uwzglednial zarowno zjawisko autokorelacji stop zwrotu, jak i skupiania
zmiennosci.

Analogiczne badania mozna przeprowadzi¢ dla poziomu tolerancji VaR réwnego
0,01. Miara VaR dla tego poziomu tolerancji niedoszacowuje w sposob systema-
tyczny ryzyko i liczba pojawiajacych sie przekroczen jest wigksza od oczekiwanej.
Niezbedne staje sie wtedy uwzglednienie analogicznych modeli do prezentowanych,
jednak z grubszymi od rozktadu normalnego ogonami rozktadéw warunkowych.

W dalszej czesci podrozdziatu przedstawiono wyniki odpowiednich badan nad
jakoscia modeli VaR, w ktorych zatozono, ze warunkowe rozktady stop zwrotu moga
mieé¢ grubsze ogony niz rozktad normalny.

Dokonano weryfikacji przydatnosci modeli AR(1)-GARCH(1,1) z warunkowym
rozktadem normalnym, z warunkowym rozktadem GED oraz t-Studenta do szaco-
wania wartosci VaR (dla poziomu tolerancji 0,05 i 0,01) dla szeregu indeksu WIG
(stopy zwrotu z okresu 16.04.1991-16.05.2002, 2315 obserwacji), indeksu S&P500
(stopy zwrotu z okresu 05.01.1970 - 15.05.2002, 8172 obserwacje) oraz indeksu DJIA
(stopy zwrotu z okresu 23.08.1962 - 20.05.2002, 10000 obserwacji). Oprécz indeksu
WIG uwzgledniono w analizie dwa indeksy gietd zachodnich, dla ktérych mozliwe
byto przeprowadzenie testu dla znacznie wiekszego zbioru obserwacji, co ma znacze-
nie szczegodlnie w przypadku poziomu tolerancji VaR réwnego 0,01.

Raz w miesigcu (co 21 obserwacji) dokonywano ponownej estymacji modelu na
podstawie ostatnich 1000, 2000 lub 5000 obserwacji, a nastepnie wyznaczano wa-
runkowsg wariancje oraz warunkows oczekiwang stope zwrotu dla kolejnych dni mie-
sigca, oraz sprawdzano, czy wystepuja przekroczenia w sposob analogiczny jak dla
wezesniejszego przyktadu. Dla rozktadéw t-Studenta oraz GED odpowiednie dla po-
ziomu tolerancji modelu VaR kwantyle zaleza od liczby stopni swobody. Przyktadowo
dla standaryzowanego rozktadu t-Studenta i v = 5,81, F~1(0,05) = —1,583 oraz
F710,01) = —2,573, a dla rozktadu GED i v = 1,259, F~1(0,05) = —1,649 oraz
F~1=-2612.

Lacznie rozpatrzono po 21 przypadkow dla kazdego z dwdch podstawowych pozio-
mow istotnosci VaR (dla szeregu S&P500 1 DJIA estymacja parametréw na podstawie
ostatnich 1000, 2000 lub 5000 obserwacji dla trzech analizowanych rozktadow warun-
kowych oraz dla szeregu WIG estymacja parametréw na podstawie ostatnich 1000
obserwacji réwniez dla 3 analizowanych rozktadow). We wszystkich analizowanych

przypadkach niezbednych byto 5286 estymacji modeli.
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W tabeli 4.18 przedstawiono liczbe przekroczen dziennej wartosci VaR dla po-

szczegolnych modeli dla poziomu istotnosci 0,05 i 0,01.

Tabela 4.18: Liczba przekroczen VaR w modelach z warunkowym rozktadem normal-
nym, GED i t-Studenta

a=0,051 a=0,01

zaobser.?) | teoret® przedzial(4) zaobser. | teoret | przedzial
N 357 121

1000 | S 386 359 322-394 83 72 55-88
G 355 82
N 297 101

SP500 | 2000 | S 320 309 275-342 72 62 46-77
G 296 66
N 141 53

5000 | S 162 159 134-182 37 32 20-42
G 140 36
N 450 136

1000 | S 480 450 409-490 104 90 71-108
G 447 101
N 396 120

DJIA | 2000 | S 430 400 361-438 88 88 62-97
G 390 88
N 222 75

5000 | S 232 250 219-280 51 50 36-64
G 222 50
N 68 24

WIG | 1000 | S 72 66 50-81 15 13 6-20
G 67 15

Zrodlo: obliczenia wlasne.

gdzie:
(1) - poziom tolerancji VaR,
(2) - liczba zaobserwowanych przekroczen VaR w prébie testowej,
(3) - liczba teoretycznych przekroczen przy zadanym poziomie tolerancji i dtugosci
proby testowej,
(4) - liczba przekroczen wyznaczajaca obszar niekrytyczny (przyjecia hipotezy o po-

prawnosci modelu VaR) dla poziomu istotnosci testu 0,05.

W powyzszej tabeli na podstawie testu liczby przekroczen zaprezentowane zostaty

przedziaty niekrytyczne. Na tej podstawie odrzucié¢ nalezy wszystkie modele VaR dla
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poziomu istotnosci 0,01 i dla warunkowego rozktadu normalnego. Dla analizowanych
modeli, ktore nie zostaly odrzucone podczas testu liczby przekroczen, nie byto réwniez

podstaw do odrzucenia ze wzgledu na test niezaleznosci przekroczen.

Na podstawie uzyskanych wynikéw mozna stwierdzi¢, ze dla poziomu tolerancji
VaR 0,05 w zupetlnosci wystarczajace byto modelowanie szeregow stop zwrotu z indek-
séw za pomoca modeli AR(1)-GARCH(1,1) z warunkowym rozktadem normalnym,
badz z réwnie dobrym rozkladem GED (por. Piontek (2002)). Model z warunkowym
rozktadem t-Studenta w sposéb systematyczny niedoszacowywat ryzyko i liczba po-
jawiajacych sie przekroczen byta wigksza od oczekiwanej. Pozornie przeczy to znanej
wlasnosci, ze rozkltad t-Studenta posiada grubsze ogony od rozktadu normalnego. Na-
lezy jednak uwzgledni¢, ze rozpatrywany byt odpowiednio przeksztatcony rozktad t-
Studenta o jednostkowej wariancji. Efekt grubego ogona rozktadu t-Studenta ujawnia
si¢ dopiero przy poziomie tolerancji VaR réwnym 0,01. Przy tym poziomie istotno-
Sci warunkowy rozktad normalny nie sprawdza si¢, zanizajac w sposob systematyczny
ryzyko. Duzo lepsze wyniki osiaga si¢ natomiast dla rozktadu GED i t-Studenta. Ogol-
nie mozna zauwazy¢, ze rozktad GED jest praktycznie tak samo dobry jak rozktad
normalny dla poziomu istotnosci 0,05 oraz tak samo dobry jak rozktad t-Studenta
dla poziomu istotnosci 0,01. W tym przypadku proponuje sie uzywaé¢ w pro-
cesie pomiaru VaR modeli z warunkowym rozkladem GED. Jednak takze
w przypadku poziomu istotnosci 0,01 ogony rozktadéw t-Studenta i GED nie sg wy-
starczajaco grube, gdyz liczba przekroczen jest wigksza od oczekiwanej. Poprawy
uzyskanych efektéw mozna oczekiwac, jesli uwzgledni sie dodatkowo sko$nosé roz-
ktadow warunkowych (np. poprzez zastosowanie sko$nego rozktadu t-Studenta) lub
wefekt dzwigni” (np. poprzez model GJR-GARCH). Mozliwe jest zaniechanie mode-
lowania catosci rozktadu warunkowego na rzecz jedynie jego ogonéw. Podejscie takie
zaprezentowane zostalo w pracy McNeila, gdzie potaczono teorie¢ modeli heteroske-

dastycznych z teoria wartosci ekstremalnych (por. McNeil (2000)).

4.5. Wycena opcji w modelu uwzgledniajacym efekt
AR-GARCH

Black i Scholes przy wspoétudziale Mertona wyznaczyli wzér na warto$é¢ euro-
pejskiej opcji kupna oraz sprzedazy. Zalozyli oni jednak, ze ceny instrumentu ba-

zowego zmieniaja sie zgodnie z geometrycznym ruchem Browna, ktérego parametry
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sg state. To nierealistyczne zatozenie powoduje, ze w pewnych przypadkach, teore-
tyczne wartosci uzyskane z modelu Blacka-Scholesa odbiegaja od cen obserwowanych
w rzeczywistosci i model cechuje si¢ obcigzeniem. W przypadku, gdyby model Blacka-
Scholesa wycenial opcje prawidtowo, to zmienno$¢ implikowana powinna mie¢ statg
warto$¢ niezalezng od wspotezynnika moneyness opcji oraz niezalezna od terminu do
wygasniecia opcji. Obserwowana powinna by¢ wiec plaska plaszczyzna zmiennosci
implikowanej (zgodnie z rozwazaniami z rozdzialu trzeciego). Rzeczywista ptaszczy-
zna zmiennosci charakteryzuje sie efektem ,jusmiechu zmiennosci”, czyli zaleznoscia
zmiennosci implikowanej od wartosci wspotczynnika moneyness. Ksztatt usmiechu
zmiennosci” zalezy od sity efektu dzwigni w szeregu stop zwrotu instrumentu ba-
zowego, czyli wielkosci asymetrii w reakcji inwestorow na doptywajace do rynku
wiadomosci dobre i zte. W przypadku braku efektu dzwigni, ,usmiech zmiennosci”
przyjmuje ksztal litery ,U” z minimalng wartoscia dla opcji at-the-money. Efekt
dzwigni powoduje asymetrie w ,usmiechu zmiennosci”, ktory nazywany jest wtedy
"grymasem zmiennosci”. Wraz ze wzrostem terminu do wygasniecia, ksztalt udmie-
chu” lub ,grymasu zmiennosci” staje sie bardziej ptaski.

Dodatkowo wraz ze wzrostem terminu do wygasnigcia obserwuje si¢ czesto wzrost
lub spadek zmiennosci implikowanej dla opcji o tym samym wspotczynniku money-
ness. Efekt ten nazywa sie "strukturg czasows zmiennosci implikowanej”. Zwigzany
jest on z faktem, ze po okresie szczegdlnie niskiej lub wysokiej zmiennosci, obserwuje
sie powrot do poziomu Sredniego. Jesli analizuje si¢ okres, gdy zmiennos¢ jest nizsza
od poziomu $redniego, spodziewany jest wzrost zmiennosci i powrdt do dtugotermi-
nowego poziomu S$redniego, co objawia sie rosnacg struktura terminowsg zmiennosci

implikowanych.

W podrozdziale tym zaprezentowane zostanie podejscie umozliwiajace wycene
europejskiej opcji kupna? z uwzglednieniem zaprezentowanych w rozdziale 2 wla-
snosci szeregdw stop zwrotu takich jak autokorelacja, skupianie zmiennosci, efekt
dzwigni. Dokonana zostanie wycena europejskich opcji kupna dla réznych wspot-
czynnikow moneyness oraz dla réznych terminow do wygasniecia wystawionych na
jednostke indeksu WIG. W modelu wyceny wykorzystany zostanie model AR(1)-
GJR-GARCH(1,1). Na podstawie uzyskanych wartosci opcji wyznaczona zostanie

implikowana ptaszczyzna zmiennosci dla modelu Blacka-Scholesa. Uzyskanie charak-

20Opcje sprzedazy mozna wycenié¢ analogicznie lub poprzez parytet kupna-sprzedazy (por. Hull
(1999).
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terystycznych efektéw usmiechu zmiennoéci”, ,struktury czasowej zmiennosci” oraz
zgodnos¢ zmiennosci implikowanej dla opcji at-the-money o dtugim terminie do wyga-
Sniecia z dlugoterminows zmienno$cia szeregu stop zwrotu, swiadczy¢ bedzie o tym,
iz prezentowany model umozliwia lepsze, niz model Blacka-Scholesa, uwzglednienie
obserwowanych na rynku wtasnosci cen opcji. Niestety jest to argument nie wprost.
Brak rzetelnych i kompletnych danych o cenach i parametrach opcji wystawianych na
rynku pozagieldowym oraz niska ptynnos¢ warrantéw (wraz z brakiem mozliwosci do-
konania krotkiej sprzedazy warrantu) na rynku gietdowym w Polsce, uniemozliwiaja
skuteczne poréwnanie wartosci uzyskiwanych z modelu z cenami rzeczywistymi. Pre-

zentowane zagadnienia pozostana wiec w sferze przyktadu ilustracyjnego.

Omawiane w dalszej czesSci podrozdziatu podejscie zaproponowane zostato przez
Duana przy zalozeniu, ze szereg stoép zwrotu z instrumentu bazowego opisywany
jest modelem GARCH-M(1,1) (por. Duan (1996)). Zostalto ono jednak szybko uogél-
nione na inne postaci warunkowej wartosci oczekiwanej oraz warunkowej wariancji
(por. Schmitt (1996), Hafner, Herwartz (1999), Hérdle, Hafner(2000)). Podejscie to
jest uogodlnieniem tradycyjnej metody wyceny przy neutralnym podejsciu do ryzyka
(risk neutral valuation) (por. Weron i Weron (1998), Hull (1999)) w przypadku mo-
deli z warunkowa wartoscia oczekiwana oraz warunkowa wariancjg i polega na takiej
modyfikacji procesu stop zwrotu, by dla kazdej chwili, warunkowa warto$é¢ oczeki-
wana stopy zwrotu byta réwna stopie wolnej od ryzyka. Réwnowazne jest to temu,
iz zdyskontowana przy stopie wolnej od ryzyka cena instrumentu bazowego jest mar-
tyngatem (por. np. Weron i Wron (1998). Parametr modyfikujacy proces stop zwrotu
nie jest staly w czasie, co spowodowalo, ze w odréznieniu od modelu wyceny przy
braku arbitrazu dla modelu geometrycznego ruchu Browna, podejscie to nazwane zo-
stalo wyceng przy punktowej wlasnoéci neutralnosci wobec ryzyka (Locally
Risk-Neutral Valuation Relationship - LRNVR). Takze w tym przypadku wprowadza
sie pojecia miary P, dla procesu nieprzeksztatconego oraz arbitrazowej miary Q,

wzgledem ktorej zdyskontowany proces cen instrumentu bazowego jest martyngatem.

Uwzglednienie zmiennej w czasie wariancji powoduje, tzw. ,niezupetnos¢ rynku”
(incompletness of market) oraz istnienie w ogdlnosci wielu mozliwych miar @, dla
ktorych spetnione jest zalozenie braku arbitrazu (por. Harrison, Pliska (1983), We-
ron i Weron (1998)). Niezbedne staje sie zalozenie o preferencjach inwestora wzgle-
dem ryzyka i postaci funkcji uzytecznosci. Duan wykazat, ze dla pewnych szerokich

klas funkcji uzytecznosci, ktoérymi moze charakteryzowac sie inwestor, wartos¢ opcji
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uzyskana z tego modelu jest wartoscia maksymalizujaca oczekiwana uzytecznosé in-

westora 1 staje sie dla niego cena sprawiedliwa (por. Duan (1995)).

Zgodnie z wynikiem badan nad modelowaniem szeregu stop zwrotu z indeksu
WIG z podrozdziatu 4.1. do dalszej analizy przyjeto model AR(1)-GJR-GARCH(1,1).
Odpowiednie postaci modelu wzgledem miary P i  dane sa ponizej (por. Hafner,
Herwartz (1999))3:

Ye = i+ ¢rye—1 — 0.5h + Iz,
miara P 2 ~ N(0,1), (4.9)

hy = w + [(O‘I + afﬂ(zt71<0))zt271 + 51] hgflv

4

yi =11 — 0.5h; + Vhyny,

771& ~ N<07 1)7
miara Q B ) ) (4.10)
ht =w + [(041 + ay H(m_r&_l))('f?tfl - )‘t*1> + ﬁl} h’t—17
_ Bt O1Ye—1 — 11

A
- Vhi ’

gdzie:
Y - logarytmiczna stopa zwrotu z instrumentu bazowego z okresu [t — 1,t]4,
r1 - stopa wolna od ryzyka w horyzoncie, dla ktérego wyznaczane sg stopy zwrotu.
Wycena opcji dla chwili ¢ = t; oparta jest na procedurze Monte Carlo, ktorej

przebieg jest nastepujacy:

1. Estymacja parametréw procesu stép zwrotu wzgledem miary P. Nie-
zbedna jest tez informacja o warto$ci warunkowej warto$ci oczekiwanej oraz
warunkowej wariancji w chwili ¢5. Wielkosci te decyduja o ,warunku poczatko-

wym” podczas generowanie zbioru trajektorii procesu w etapie 2.

2. Wygenerowanie m trajektorii szeregu cen instrumentu bazowego o dtu-
gosci n wzgledem miary Q. Warto$é¢ n, to liczba podokreséw réwnych ho-

ryzontowi stop zwrotu do wygasniecia opcji. Poniewaz najczesciej analizuje sie

3Pojawienie sie skladnika ,—0,5h;” zwiazane jest z faktem, iz rozpatrywane sg logarytmiczne
stopy zwrotu (por. lemat Ito).
4Zaproponowano odmienne od wczeéniejszego oznaczenie, by uniknaé podobiefistwa z oznacze-

niem stopy wolnej od ryzyka.
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szeregi dziennych stép zwrotu, to n oznacza liczbe dni (sesyjnych) do wyga-
$niecia opcji. Cene po n dniach, czyli w momencie wygasniecia opcji dla i-tej

trajektorii uzyskuje sie w oparciu o wzory (4.10) oraz o zaleznosé:

Si,n = Sto exp (n'ﬁ —0.5 Z hi,toJrs -+ Z 77@'7t0+s> . (411)

s=1 s=1

W etapie tym wykorzystuje si¢ rowniez typowe procedury poprawy wtasno-
sci metody Monte Carlo. W celu poprawy zbieznosci procedury, wykorzystano
stechnike odbié lustrzanych” (antithetic variate method). Polega ona na dwu-
krotnym wykorzystaniu kazdego szeregu zaburzen 7, ale po raz drugi ze zna-
kiem przeciwnym. Poprawe jakosci wyceny uzyskuje sie réwniez poprzez wy-
korzystanie procedury ,empirycznej symulacji martynagatéw” zaproponowane;j
przez Duana i Simonato, ktorej celem jest poprawa wtasnosci martyngatowej
w szeregu zdyskontowanych cen instrumentu bazowego (por. Duan, Simonato
(1998), Duan, Gauthier, Simonato (1999)):

St = St exp(rln)%. (4.12)

2

3. Wycena europejskiej opcji kupna. Wartos¢ opcji réwna jest wartosci oczeki-
wanej (wzgledem miary Q) zdyskontowanej wartosci wyplaty opcji. Europejska
opcja kupna w chwili wykonania zwiazana jest z wyplata réwna max[Sy — X, 0],
gdzie St to cena instrumentu bazowego w chwili wygasniecia (rozliczania) opcji,
a X, to cena wykonania opcji. Wartos¢ oczekiwana przybliza sie¢ srednig aryt-
metyczng wartosci wyplat zwigzanych z kazda wygenerowang trajektoria. Osta-

tecznie wartos¢ opcji kupna, ktéra wygasa za n dni, dana jest wzorem:

m

Cty = exp(—nrl)% Z [max (S, — X),0]. (4.13)

=1

Ponizej przedstawiono wyniki wyceny hipotetycznej europejskiej opcji kupna wy-
stawionej na jednostke indeksu WIG. Dniem, dla ktérego dokonywano wyceny byt
dzien 15-05-2002. Warto$¢ indeksu w tym dniu wynosita 15475,75. Stope wolng od
ryzyka w skali roku przyjeto na poziomie 10%. Parametry modelu stop zwrotu wzgle-
dem miary P wyestymowane zostaly na podstawie 1900 obserwacji poprzedzajacych

dzien wyceny.
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Uzyskane parametry przedstawione zostaly w ponizszej tabeli.

Tabela 4.19: Parametry modelu dla indeksu WIG wzgledem miary P

Parametr | Wartos¢
1 5,3E-05
01 0,189
w 1,79E-0.5
o1 0,11
oy 0,068
051 0,798

Zrodio: obliczenia wlasne.

Dlugoterminowa zmiennos¢ stop zwrotu w skali roku, uzyskana na pod-
stawie modelu AR(1)-GJR-GARCH(1,1) wynosita 28,4%°

W dniu wyceny, warunkowa zmiennosé¢ w skali roku (wyznaczona na
podstawie wartosci warunkowej wariancji) wynosita 17,66%. Dokonano wy-
ceny opcji dla 17 wartosci wspoétezynnika moneyness z przedziatu [0,8;1,2] oraz dla
terminéw do wygasniecia opcji od 1 do 6 miesiecy. Uzyskane wartosci opcji prezentuje
tabela 4.20.

Analiza wynikéw na podstawie uzyskanych wartosci opcji jest trudna. Znacznie
tatwiejsza jest analiza wtasnosci wyceny modelu na podstawie uzyskanej dla tych war-
tosci ptaszezyzny zmiennosci implikowanej wynikajacej z odwrocenia modelu Blacka-
Scholesa. Uzyskane warto$ci zmiennosci implikowanej dla réznych terminéw do wy-
gasniecia opcji oraz dla réznych wartodci wspotczynnika moneyness prezentuje tabela
4.21. W celu tatwiejszej interpretacji, wartosci zmiennosci implikowanej zaprezento-
wano na rysunkach 4.11 oraz 4.12. Rysunek 4.11 prezentuje cala ptaszczyzne zmienno-
Sci, natomiast rysunek 4.12 prezentuje przekrdj przez ptaszczyzne zmiennosci jedynie
dla opcji bedacych in-the-money.

Rysunek 4.11 potwierdza wystepowanie typowego efektu ,usmiechu zmiennosci”.
,Usmiech” ten jest asymetryczny, co spowodowane jest niezerowa wartoscig wspot-

czynnikow o oraz ¢. Autokorelacja stop zwrotu wpltywa réwniez na przesuniecie mi-

*Dlugoterminowa, bezwarunkowa wariancja stop zwrotu wyznaczona zostala ze wzoru:

w 1

4.14
1—a1—0,5af—51*¢% ( )

V:
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nimalnej wartosci zmiennosci implikowanej dla poszczegdlnych terminéw do wykupu
w kierunku mniejszych wartosci wspotczynnika moneyness. Zgodnie z oczekiwaniami,
yusmiechy zmiennosci” staja sie coraz bardziej ptaskie wraz ze wzrostem terminéw do
wykupu. Na obu rysunkach obserwuje sie rowniez rosngcg ,strukture czasowa zmien-
noéci implikowanej” wraz ze wzrostem terminu do wygasniecia. Spowodowane jest to
tym, ze warunkowa wariancja w chwili wyceny opcji byta ponizej dhugoterminowego
poziomu $redniego, a wykorzystywany model GARCH cechuje sie powrotem do $red-
niej. Dokonano rowniez wyceny opcji dla rocznego terminu do wykupu. Uzyskano
praktycznie ptaski ,u$miech zmiennosci”. Warto$é¢ zmiennosci implikowanej réwna

byta w przyblizeniu dtugoterminowej zmiennosci szeregu stoép zwrotu w skali roku.

Rysunek 4.11: Plaszczyzna zmiennosci dla modelu AR(1)-GJR-GARCH(1,1)

zmiennosc

5

4
liczba miesiecy 11

1
moneyness
2 09

3

1 0.8

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Rysunek 4.12: Struktury czasowe zmiennosci dla modelu AR(1)-GJR-GARCH(1,1)

zmiennosc

0.29

0.22—

0.21 -
6 12 125

" e 1
liczba miesiecy 1 095 moneyness

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Zaprezentowane wlasnosci modelu wyceny opcji sa argumentem nie wprost na
to, ze model uwzgledniajacy efekt autokorelacji, skupiania zmiennosci oraz dzwigni,
powinien prowadzi¢ do wyceny opcji blizszej cenom rynkowym. Wniosek ten po-
twierdzony zostal dla instrumentéw pochodnych z rynku niemieckiego (por. Hafner,

Herwartz (1999)).

Dalszej poprawy modelu mozna oczekiwa¢ po uwzglednieniu bardziej skompliko-
wanych modeli warunkowej wartosci oczekiwanej i warunkowej wariancji oraz grub-
szych od rozktadu normalnego warunkowych rozktadéw stop zwrotu. Odpowiednia
procedura wyceny z uwzglednieniem warunkowych rozktadow z grubymi ogonami

przedstawiona zostata przez Duana w 1999 roku (por. Duan (1999)).
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Tabela 4.20: Wartosci opcji kupna na jednostke indeksu WIG dla modelu AR(1)-GJR-GARCH(1,1)

ceny europejskich opcji kupna

il. mies. wspoélczynnik moneyness
0,800 0,825 0,850 0,875 0,900 0,925 0,950 0,975 1,000 1,025 1,050 1,075 1,100 1,125 1,150 1,175 1,200
1 0,31 0,93 2,94 8,36 22,60 54,64 118,73 | 229,26 | 394,59 611,31 868,74 1151,56 | 1445,52 | 1740,26 | 2029,89 | 2311,32 | 2583,15
2 10,53 20,28 38,39 68,89 | 118,42 | 193,19 | 298,61 | 437,93 | 611,46 815,80 1045,21 | 1293,82 | 1554,04 | 1820,45 | 2087,63 | 2352,65 | 2612,40
3 38,08 63,62 102,01 | 157,12 | 232,20 | 330,34 | 454,96 | 606,04 | 781,74 979,42 1195,83 | 1426,48 | 1667,66 | 1915,03 | 2164,88 | 2414,26 | 2661,01
4 85,91 128,17 | 184,99 | 259,29 | 353,10 | 467,96 | 604,34 | 761,46 | 938,09 1131,90 | 1339,79 | 1558,84 | 1786,08 | 2019,06 | 2255,13 | 2491,66 | 2726,80
5 136,69 | 192,26 | 263,47 | 351,86 | 458,05 | 582,82 | 726,01 | 886,54 | 1063,17 | 1253,42 | 1455,43 | 1666,42 | 1884,69 | 2107,91 | 2334,07 | 2560,70 | 2786,71
6 194,58 | 262,39 | 345,05 | 443,66 | 558,21 | 689,48 | 836,69 | 999,23 | 1230,97 | 1363,17 | 1560,85 | 1766,42 | 1977,88 | 2193,52 | 2411,94 | 2630,98 | 2849,56

Zrédlo: obliczenia wlasne

Tabela 4.21: Ptaszczyzna zmiennosci implikowanej dla wartosci opcji z modelu AR(1)-GJR-GARCH(1,1)

plaszczyzna zmiennosci

il. mies. wspolczynnik moneyness

0,800 | 0,825 | 0,850 | 0,875 | 0,900 | 0,925 | 0,950 | 0,975 | 1,000 | 1,025 | 1,050 | 1,075 | 1,100 | 1,125 | 1,150 | 1,175 | 1,200
1 24,70 | 23,84 | 23,27 | 22,75 | 22,34 | 22,06 | 21,93 | 21,97 | 22,14 | 22,39 | 22,75 | 23,22 | 23,80 | 24,40 | 25,10 | 25,85 | 26,59
2 25,55 | 25,07 | 24,72 | 24,42 | 24,23 | 24,12 | 24,09 | 24,14 | 24,26 | 24,44 | 24,67 | 24,97 | 25,31 | 25,70 | 26,13 | 26,61 | 27,12
3 25,83 | 25,61 | 2546 | 25,33 | 25,23 | 25,16 | 25,17 | 25,23 | 25,33 | 25,46 | 25,63 | 25,83 | 26,07 | 26,35 | 26,65 | 26,97 | 27,28
4 26,56 | 26,41 | 26,29 | 26,21 | 26,16 | 26,15 | 26,19 | 26,24 | 26,34 | 26,46 | 26,60 | 26,77 | 26,95 | 27,16 | 27,40 | 27,66 | 27,93
5 26,69 | 26,60 | 26,54 | 26,52 | 26,51 | 26,52 | 26,56 | 26,62 | 26,70 | 26,80 | 26,91 | 27,03 | 27,18 | 27,34 | 27,52 | 27,71 | 27,90
6 26,90 | 26,86 | 26,82 | 26,81 | 26,79 | 26,80 | 26,83 | 26,88 | 26,95 | 27,04 | 27,14 | 27,25 | 27,38 | 27,52 | 27,67 | 27,83 | 28,00

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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Z.akonczenie

Celem pracy byto dokonanie przegladu nowoczesnych metod modelowania zmien-
nosci stoép zwrotu oraz prognozowania parametru zmiennosci, przede wszystkim dla

cen akcji, towaréw oraz kursow walut.

W rozdziale pierwszym przyjeto definicje pojecia ryzyka rynkowego oraz przedsta-
wiono mozliwe koncepcje jego pomiaru. Sposréd miar ryzyka rynkowego skupiono sie
na miarach zmiennosci wybierajac jako oszacowanie zmiennosci instrumentéw finan-
sowych odchylenie standardowe stop zwrotu. Zaprezentowane zostaty obszary wspot-

czesnej teorii finansow, w ktorych niezbedna jest wiedza o poziomie zmiennosci.

Kolejnym etapem bylo przedstawienie w rozdziale drugim podstawowych kon-
cepcji modelowania zmian cen za pomoca modeli z czasem ciaglym oraz z czasem
dyskretnym. Przyjeto ostatecznie prosty model stop zwrotu, ktory w dalszej czesci

rozdziatu drugiego byt konsekwentnie uogélniany. Uogdlnienia te skupiaty sie wokot:

e postaci rozktadu warunkowego reszt modelu. Zaprezentowano najpopularniejsze
stosowane rozktady warunkowe, zaréwno te symetryczne, jak i niesymetryczne
oraz te o skonczonej, jak i nieskonczonej wariancji. Wyeksponowane zostaty
zyskujace na znaczeniu rozktady o grubych ogonach, a mianowicie rozktad GED,

t-Studenta oraz sko$ny t-Studenta.

e postaci warunkowej wartosci oczekiwanej procesu. Przyjecie okreslonego modelu
umozliwia opis obserwowanych w rzeczywistych szeregach czasowych autokore-
lacji stop zwrotu. Przedstawiono rozne modele umozliwiajace opis krotkiej oraz

dhugiej pamieci procesow.

e postaci modelu warunkowej wariancji procesu. Gtowny nacisk potozony zostal
na bogata klase modeli deterministycznych - klase GARCH. Modele te umoz-
liwiaja opis efektu skupiania danych, grubych ogonéw, ,efektu dzwigni” oraz

dhugiej pamiegci w szeregach zmiennosci.
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Tylko taczne dobranie odpowiedniego rozktadu reszt, modelu warunkowej wartosci
oczekiwanej oraz warunkowej wariancji gwarantuje dobre wtasnosci modelu oraz do-

pasowanie do danych empirycznych.

W rozdziale trzecim przedstawione zostaly techniki prognozowania zmiennosci.
Zaprezentowano zaréwno techniki oparte na szeregach czasowych, ze szczegdlnym
uwzglednieniem mozliwo$ci prognozowania zmiennos$ci przy pomocy modeli klasy
GARCH oraz techniki oparte na oczekiwaniach rynku. Zaprezentowano metody wy-
znaczania zmiennosci implikowanej oraz nastepnie agregacji informacji z roznych in-
strumentow wystawionych na ten sam instrument bazowy, w jeden taczny parametr
zmiennosci. Rozwazania o prognozowaniu zmiennosci zakonczone zostaty przedsta-
wieniem miar umozliwiajacych ocene btedéw prognoz, zaréwno tych symetrycznych,

jak i tych niesymetrycznych oraz efektywnosci prognoz.

W rozdziale czwartym zaprezentowane zostaty wyniki badan empirycznych mo-
delowania oraz prognozowania zmiennosci dla indeksu WIG, kursu dolara oraz cen
miedzi. Na podstawie kryterium Akaike’a wybrane zostaly optymalne postaci modeli.
W szeregu stop zwrotu z indeksu WIG potwierdzony zostat efekt autokorelacji, sku-
piania zmienno$ci oraz dzwigni. Efektu dzwigni nie stwierdzono w szeregach kursu
dolara oraz cen miedzi. Dodatkowo w szeregu stop zwrotu z kurséow dolara nie stwier-
dzono efektu autokorelacji. Dla wszystkich analizowanych instrumentéw stwierdzono
konieczno$¢ uwzglednienia grubych ogonow rozktadéw warunkowych.

Na podstawie badan nad mozliwoscig prognozowania zmiennosci instrumentow, stwier-
dzono, ze w przypadku prognoz opartych na szeregach czasowych, proste metody wy-
korzystujace srednig ruchoma obarczone sg mniejszym btedem ex post niz prognozy
uzyskane za pomocg modeli GARCH dla indeksu WIG oraz miedzi. Jedynie w przy-
padku prognoz zmiennosci stop zwrotu z kurséw dolara uzyskano przewage metod
opartych na modelach GARCH.

Prognozy zmiennosci oparte na oczekiwaniach rynku potwierdzity, iz polskie war-
ranty wyceniane sg znacznie powyzej wartosci wynikajacej z modelu teoretycznego.
Uzyskane prognozy byty silnie zawyzone i cechowaly sie wickszymi btedami ex post
niz prognozy uzyskiwane na podstawie szeregow czasowych.

Ostatnie dwa przyktady empiryczne dotyczyty wykorzystania modeli klasy GARCH
w zakresie pomiaru ryzyka metoda VaR oraz wyceny opcji. Na podstawie testow liczby
przekroczen oraz niezaleznosci przekroczen, wykazano przydatnos¢ modeli z warun-

kows wartoscig oczekiwang, warunkowa wariancja oraz z grubymi ogonami reszt
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w procesie pomiaru ryzyka metoda VaR. Stwierdzono, ze juz proste modele AR(1) —
GARCH(1,1) umozliwiaja znaczna poprawe jakosci modelu VaR. Najlepsze wyniki
uzyskano dla modeli z warunkowym rozktadem GED.

Rozwazania zakonczyt przyktad wyceny hipotetycznej, europejskiej opcji kupna na
jednostke indeksu WIG. Zaprezentowano, iz model ten tworzy obserwowane na rynku
efekty ,udmiechu zmiennosci” oraz struktury czasowej zmiennoéci implikowanej. Takze
w tym przypadku potwierdzono przydatnosé modelu wyceny opcji uwzgledniajacego

efekty autokorelacji, skupiania zmiennosci oraz ,dzwigni”.
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